Metrische Geometrie (Sommer 2019) [ MATH
Prof. Dr. P. Schwer 1,

Ubungsblatt P-3

Prasenzaufgabe
Besprechung am 17.6. in der Vorlesung

Aufgabe 1 (Projektionen in CAT(0) Raumen)

Sei X CAT(0) und C eine konvexe Teilmenge in X, die in der induzierten Metrik
vollstédndig ist. Bezeichne mit proj. : X — C die eindeutige Projektion auf C'. Dann gilt:

a) Liegt y auf der Geodatischen von x nach proj(z), so ist proj(y) = projo(x).

b) Sei z ¢ C und projo(x) # y € C. Dann gilt: Zyo;.2)(7,y) > 5.

Aufgabe 2 (R-Baume)

Ein metrischer Raum (7', d) ist ein R-Baum, wenn zu je zwei Punkten x,y in T" genau eine
Geodétische existiert und die Verkettung zweier Geodétischer wieder eine Geodéatische
ist, wenn die Verkettung injektiv ist.! Zeigen Sie:

a) Jeder R-Baum ist CAT(0).
b) Die Vervollstandigung eines R-Baumes ist CAT(0).
c) Der Raum T = R? mit folgender Metrik ist CAT(0):

|21 — wo| + (1] + |ya| if 21 # 29
d((z1,91), (T2, 92)) = . )
ly1 — 12| if 1 = 29

Aufgabe 3 (Parallelitat in CAT(0) Raumen)

Sei (X,d) ein CAT(0) Raum. Zwei Geodétische ¢1, ¢y : R — X heiflen parallel, wenn
fir alle ¢ € R gilt d(ci(t),ca(t)) = d(c1(0),c2(0)). Zeigen Sie, dass Parallelitat eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller Geoditischen in X ist.

1Formal gesagt bedeutet letzteres: fiir zwei Geodétische ¢ : [0,¢] — T und ¢ : [0,¢'] — T mit c(t) = ¢/(0)
und ¢([0,t])Nc/([0,t']) = {c(t)} ist die Abbildung v := ¢’oc: [0,t+¢'] — T definiert durch v(s) = ¢(s)
fir s <t und v(s) = /(s —t) fiir t < s <t/ + ¢, wieder eine Geodétische.
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Aufgabe 4 (untere Krimmungsschranken)

a) Zeigen Sie: Zwei Geodétische ¢; und ¢y in einem CBB(0)-Raum X deren Bil-
der sich in einem Intervall positiver Lange schneiden sind beide Teilstiicke einer
(gemeinsamen lédngeren) Geodéatischen ¢ in X.

b) Diskutieren Sie folgende Fragen und Behauptungen:

1. Welche untere Kriitmmungsschranke hat R?

2. Ein R-Baum ist nicht CBB(0).

3. Welche untere Kriimmungsschranken haben Graphen (mit oder ohne Kreise)?
Wie sieht es mit oberen Kriitmmungsschranken aus?

2/2



