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Freie Gruppen, Bäume, Gruppenwirkungen
Präsenzaufgaben (zur Bearbeitung in der Übungsgruppe)

Aufgabe P1
Sei F2 = 〈a, b〉 die von {a, b} erzeugte freie Gruppe. Zeigen Sie, dass {ab, aba} ebenfalls
ein freies Erzeugendensystem von F2 ist.

Aufgabe P2
Es seien F eine freie Gruppe, S ein freies und T ein beliebiges Erzeugendensystem von
F . Zeigen Sie:

|T | ≥ |S|;a)

Alle freien Erzeugendensysteme von F haben gleiche Kardinalität (sie wird Rang
von F genannt).

b)

Aufgabe P3
Betrachte die Wirkung von Z auf dem ganzzahligen Gitter in R2 durch Translationen
um (ganzzahlige) Vielfache von (2, 1). Bestimmen Sie einen Fundamentalbaum für die
gegebene Wirkung.
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Hausaufgaben (Geben Sie Ihre Lösung spätestens zum Anfang der
nächsten Übungsgruppe ab.)

Aufgabe H1
(Bahnensatz) Es seien G eine Gruppe und X eine Menge, auf der G wirkt. Zeigen Sie,
dass für alle x ∈ X die folgende Abbildung wohldefiniert und bijektiv ist.

G/Gx → G · x
g ·Gx 7→ g · x

Aufgabe H2
(Endlich erzeugte Gruppen) Zeigen Sie, dass eine Gruppe G genau dann endlich
erzeugt ist, wenn G Quotient einer freien Gruppe endlichen Rangs ist.

Aufgabe H3
(Fixpunktsatz für endliche Wirkungen) Sei G eine endliche Gruppe mit einer
Wirkung auf einem simplizialen Baum X. Zeigen Sie, dass diese Wirkung eine Kante
oder eine Ecke invariant lässt und somit einen Fixpunkt besitzt.

Aufgabe H4

Betrachte den Graphen F links. Die Ecken P =
{v1, . . . , v7} werden auch Punkte und die Men-
gen gleichfarbiger Kanten L = {`1, . . . , `7} werden
auch Geraden gennant. Die Automorphismengruppe
Aut(F) ist die Gruppe derjenigen Bijektionen von P
und L, die all die folgenden Relationen erhält:

“p ∈ P liegt auf der Gerade ` ∈ L” und

“die Gerade ¯̀∈ L enthält p̄ ∈ P”.

Zeigen Sie, dass D3 ∼= S3 eine Untergruppe von Aut(F) ist. Bestimmen Sie in F
einen Fundamentalbaum für die Wirkung von D3 auf F .

a)

Betrachte den rechts gezeigten Graphen F ′. Zeigen Sie, dass
Aut(F) eine Untergruppe C der Ordnung 7 enthält und bestimmen
Sie in F ′ einen Fundamentalbaum für die Wirkung von C.
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b)

** Was ist die Ordnung von Aut(F)?c)
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