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Kapitel 1

Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist das Vorschreiben beziehungsweise Vorgeben der Q-Krümmung auf der
vierdimensionalen Sphäre S4. Damit stellen sich sofort zwei Fragen: Was heißt es, die Krümmung
auf der Sphäre vorzuschreiben und was ist die Q-Krümmung für ein Objekt?
Hierzu ist es hilfreich, zunächst die zweidimensionale Sphäre S2, also die Oberfläche der Einheits-
kugel im R3, zu betrachten. Ein Maß für die Gekrümmtheit in einem Punkt auf der Sphäre ist die
sogenannte Gaußkrümmung K. Eine Anschauung für die Gaußkrümmung erhält man, wenn man
die Sphäre als ein Objekt im umgebenden R3 betrachtet. Dann ist es möglich, in einem Punkt auf
der Sphäre den Normalenvektor zu bestimmen und eine Ebene, die diesen enthält: die Normalene-
bene. In der Folge berechnet man die Krümmung von Kurven, die in dem Schnitt von der Sphäre
und dieser Ebene liegen. Wiederholt man dies für alle möglichen Normalenebenen und wählt aus
den so erhaltenen Krümmungen die größte und die kleinste aus, erhält man die sogenannten Haupt-
krümmungen. Die Gaußkrümmung ist dann das Produkt der beiden. Gauß hat nun festgestellt, dass,
ganz im Gegensatz zu den Hauptkrümmungen, die nach ihm benannte Krümmung K auch ohne
den umgebenden Raum R3 berechnet werden kann, also zur sogenannten intrinsischen Geometrie
gehört.
Allerdings hängt die Gaußkrümmung stark von der Metrik der Sphäre, das heißt von der Art der
Messung der Abstände und Winkel, ab. In einer genaueren Beschreibung ist die Metrik g eine Funk-
tion, die den Tangentialräumen an die Sphäre ein inneres Produkt zuordnet. Das heißt, dass bei
gegebener Metrik g auf S2 die Gaußkrümmung K = Kg bezüglich dieser Metrik in jedem Punkt der
Sphäre zu erhalten ist. Damit ist die Gaußkrümmung nichts anderes, als eine Funktion von S2 nach
R. Stattet man die Sphäre zum Beispiel mit der Metrik aus, die sie von dem umgebenden R3 mit der
euklidischen Metrik erbt, ist die Gaußkrümmung die konstante Funktion Kg ≡ 1.
Wie sieht die umgekehrte Situation aus? Gegeben sei eine reellwertige Funktion f auf der Sphäre
S2. Kann eine Metrik auf der Sphäre gefunden werden, so dass diese Funktion f die Gaußkrümmung
bezüglich dieser Metrik ist? Spezieller sucht man nach Metriken, die konform zur Ausgangsmetrik
g sind. Das bedeutet die Suche nach einer glatten Funktion w auf der Sphäre S2, so dass gw = e2wg
gilt und f die Gaußkrümmung bezüglich gw ist: Kgw = f . Das Problem ist äquivalent zur Lösung
folgender partieller Differentialgleichung auf S2, [4, Kapitel 6.3]:

−∆gw+1 = Kgwe2w, (1.1)
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2 1 Einleitung

wobei ∆g den Laplace-Beltrami-Operator bezüglich der Metrik g bezeichnet und folgende konforme
Kovarianz-Eigenschaft erfüllt:

∆gw = e−2w
∆g. (1.2)

Das Problem der vorgeschriebenen Gaußkrümmung, beziehungsweise verallgemeinert auf Sphären
höherer Dimension, der skalaren Krümmung, ist nach dem kanadischen Mathematiker Nirenberg
benannt.
Man erkennt für eine beliebige Metrik g auf der Sphäre, d.h. Kg ist nicht notwendig konstant 1, unter
Zuhilfenahme des Satzes von Gauß-Bonnet für Flächen∫

S2
Kgdvg = 2πχ

(
S2) , (1.3)

dass das Integral
∫
S2 Kgdvg eine topologische Invariante ist und die vorgegebene Funktion Kgw ir-

gendwo positiv sein muss: Integration von Gleichung (1.1) zeigt

−
∫
S2

∆gwdvg︸ ︷︷ ︸
=0

+
∫
S2

Kgdvg =
∫
S2

Kgwe2wdvg

=
∫
S2

Kgwdvgw

= 2πχ
(
S2)

= 4π > 0.

Für Kg ≡ 1 folgt dies natürlich auch ohne den Satz von Gauß-Bonnet. Das Problem der vorgeschrie-
benen Gaußkrümmung auf S2 wurde von Moser unter einer einschneidenden Symmetrieannahme
folgendermaßen gelöst [28]:

Satz 1.1 (Moser). Sei f ∈C∞
(
S2,g

)
mit f (x) = f (−x). Falls supx∈S2 f > 0, dann existiert ein kon-

former Faktor e2w, so dass f die Gauß-Krümmung von
(
S2,gw

)
mit gw = e2wg ist.

Für Riemannsche Mannigfaltigkeiten der Dimension n > 2 wurde von Paneitz in [30] der Diffe-
rentialoperator Pn vierter Ordnung entdeckt, der für n = 4 eine zu Gleichung (1.2) ganz analoge
konform kovariante Eigenschaft nach dem konformen Metrikwechsel gw = e2wg besitzt:

Pgw
4 = e−4wPg

4. (1.4)

Auf der vierdimensionalen Sphäre S4 erfüllt der Paneitz-Operator P4 folgende partielle Differenti-
algleichung vierter Ordnung:

Pg
4w+2Qg = 2Qgwe4w, (1.5)

wobei Qg die Q-Krümmung auf der Sphäre S4 bezeichnet. Diese wird aus Termen von höherdi-
mensionalen Krümmungscharakterisierungen berechnet. Wie später gezeigt wird, beträgt die Q-
Krümmung auf der Sphäre S4 mit der geerbten Metrik des umgebenden R5 drei, d.h. Qg = 3. Weiter
kann die Q-Krümmung als ein Teil der auf vierdimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten M4

verallgemeinerten Gauß-Bonnet-Formel, der Gauß-Bonnet-Chern-Formel gesehen werden:

8π
2
χ (M4) =

∫
M4

(
1
4
|Wg|2g +2Qg

)
dvg. (1.6)
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Der Weyl-Tensor W , der sich wieder aus höherdimensionalen Krümmungscharakterisierungen er-
gibt, verschwindet für lokal konform flache Mannifaltigkeiten wie der Sphäre S4, so dass für diese
folgt:

16π
2 = 8π

2
χ
(
S4)= ∫

S4
2Qgdvg. (1.7)

Analog wie die Gaußkrümmung auf der Sphäre S2 soll in dieser Arbeit die Q-Krümmung für die
vierdimensionale Sphäre S4 vorgeschrieben werden. Dies wiederum ist gleichbedeutend mit der
Existenz einer Lösung für Gleichung (1.5). Durch die Analoga der Differentialgleichungen (1.1),
(1.5) und den Gauß-Bonnet-Formeln (1.3), (1.7) motiviert, soll die folgende Variante des Satzes
von Moser bewiesen werden.

Satz 1.2. Sei Q ∈C∞
(
S4,g

)
mit Q(x) = Q(−x). Falls supx∈S4 Q > 0, dann existiert ein konformer

Faktor e2w, so dass Q die Q-Krümmung von
(
S2,gw

)
mit gw = e2wg ist.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Im zweiten Kapitel werden mit der kovarianten Ableitung,
den verschiedenen Krümmungsbegriffen und konformen Metrikwechseln auf Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten die notwendigen differentialgeometrischen Werkzeuge zusammengestellt, um den
Paneitz-Operator sowie partielle Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten zu verstehen. Die
Ausführungen sind den Büchern von Lee [24, 25], Aubin [4] und Kühnel [23] entnommen.
Da für die Lösung der Differentialgleichung (1.5) auf direkte Methoden der Variationsrechnung
zurückgegriffen wird, werden im zweiten Abschnitt des Kapitels die Sobolevräume auf Mannig-
faltigkeiten eingeführt. Hier wird den Büchern von Hebey [20, 21] und Aubin [3] gefolgt. Für
ein notwendiges Kompaktheitsresultat im Beweis des Satzes 1.2 wird die verbesserte Beckner-
Ungleichung

log−
∫
S4

e4w ≤ 1
3

(
a−
∫
S4
(P4w)w+12−

∫
S4

w
)

mit a < 1 benötigt, wobei −
∫
S4 := (3/(8π2))

∫
S4 . Der auf Wei und Xu aus [34] zurückgehende Beweis

der Verbesserung der Beckner-Ungleichung wird in Kapitel 3 dargestellt. Vorangestellt werden Be-
trachtungen über einen Grenzfall der Sobolevschen Einbettungssätze, die ähnliche Ungleichungen
hervorbringen, sowie für den Beweis der Verbesserung der Beckner-Ungleichung unerlässlichen
Charakterisierungen über die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Paneitz-Operators P4.
Die Verbesserung der Beckner-Ungleichung wird für ein a nahe 1 bewiesen. Dafür benutzten Wei
und Xu die in ihrer Arbeit nicht bewiesene Koerzitivität des, der verbesserten Beckner-Ungleichung
entsprechenden, Funktionals

Ja [w] := log−
∫
S4

e4w− 1
3

(
a−
∫
S4
(P4w)w+12−

∫
S4

w
)

für ein a > 1
2 . Zwar kann in dieser Arbeit die Koerzitivität nur für ein a nahe 1 bewiesen werden,

doch legt die Behauptung von Wei und Xu, sowie analoge Tatsachen auf der Sphäre S2, die Ver-
mutung nahe, dass die verbesserte Beckner-Ungleichung nur für a ≥ 1

2 gilt. Dies soll in Kapitel 5
diskutiert werden.





Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Geometrische Größen

2.1.1 Die Riemannsche Metrik

Die grundlegenden Objekte in der Differentialgeometrie sind Mannigfaltigkeiten. Eine Mannig-
faltigkeit Mn der Dimension n ist ein n-dimensionaler topologischer Hausdorff-Raum, der, grob
gesprochen, lokal dem n-dimensionalen euklidischen Raum Rn gleicht, d.h. jeder Punkt auf der
Mannigfaltigkeit besitzt eine Umgebung, die homöomorph zu einer offenen Teilmenge des Rn ist.
Damit ist eine Mannigfaltigkeit lokal kompakt und lokal wegzusammenhängend.
Um die Konzepte der Analysis auf Mannigfaltigkeiten übertragen zu können, werden diese mit ei-
ner glatten bzw. differenzierbaren Struktur, dem sogenannten Atlas, versehen. Damit ist es möglich,
differenzierbare Funktionen f : Mn→ R auf der Mannigfaltigkeit zu definieren. Um geometrische
Größen wie Abstände und Winkel zu messen, wird diese Mannigfaltigkeit mit einer weiteren Struk-
tur ausgestattet: der Riemannschen Metrik.
Die Riemannsche Metrik ist eine Funktion g, die in jedem Punkt p ein Skalarprodukt g : TpMn×
TpMn→ R definiert, wobei TpMn den Tangentialraum im Punkt p an die Mannigfaltigkeit bezeich-
net. Dazu muss erst einmal der Tangentialraum TpMn erklärt werden:
Anschaulich soll der Tangentialraum in einem Punkt p der Mannigfaltigkeit eine lineare Approxi-
mation der Mannigfaltigkeit in einer Umgebung um diesen Punkt sein. Um die abstrakte Definition
von Tangentenvektoren an Mannigfaltigkeiten zu verstehen, werden einführend eingebettete Man-
nigfaltigkeiten in den Rn+1 betrachtet. Seien dazu (x1, . . . ,xn+1) die Koordinaten des Rn+1, dann ist
die Sphäre Sn :=

{
x ∈ Rn+1,∑n+1

i=1 x2
i = 1

}
eine solche eingebettete Mannigfaltigkeit. Den Tangen-

tialraum an einen Punkt p der Sphäre kann man sich nun als einen Unterraum des Vektorraumes

Rn+1
p :=

{
(p,v) : v ∈ Rn+1}

vorstellen, d.h. konkret als den Vektorraum, dessen Vektoren senkrecht zum radialen Einheitsvek-
tor in p stehen. Dieser Vektorraum ist offensichtlich isomorph zum Rn+1 selbst und erhält, bzw.
erbt, über diesen Isomorphismus auch das Skalarprodukt des Rn+1. Wie lassen sich nun Tangen-
tialvektoren bzw. Tangentialräume für eine beliebige Mannigfaltigkeit Mn ohne den umgebenden
euklidischen reellen Vektorraum definieren?

5



6 2 Grundlagen

Als Motivation der Definition dient die Möglichkeit ”geometrische“ Tangentialvektoren vp ∈ Rn+1
p

als Richtungsableitungen von Funktionen aufzufassen, d.h. als eine Abbildung Dv|p : C∞
(
Rn+1

)
→

R mit

Dv|p f = Dv f (p) :=
d
dt

f (p+ tv)
∣∣∣∣
t=0

.

Diese Abbildung ist linear und erfüllt die Produktregel. Der Vektor vp sei in der Standardbasis
geschrieben: vp = viei

∣∣
p. Hier, wie auch im Folgenden, wird die Einsteinsche Summenkonvention

benutzt, d.h. über sich doppelnde lateinische Indizes, wobei ein Index oben, der andere unten steht,
wird summiert. Dann folgt mit der Kettenregel:

Dv|p = vi ∂ f
∂xi (p) .

Falls der Vektor vp schon selbst ein Basisvektor ist, d.h. vp = e j
∣∣

p dann gilt:

Dv|p =
∂ f
∂x j (p) .

Mit dieser Konstruktion im Hintergrund, definiert man Tangentialvektoren und Tangentialräume im
Punkt p auf Mn wie folgt:
Eine lineare Abbildung X : C∞ (Mn)→ R heißt Derivation in p, falls für alle f ,g ∈C∞ (Mn) gilt:

X ( f g) = f (p)Xg+g(p)X f .

Die Menge aller Derivationen auf C∞ (Mn) in p bildet einen Vektorraum, der Tangentialraum an Mn

in p genannt wird. Dieser wird mit TpMn bezeichnet. Die Elemente aus TpMn heißen Tangentialvek-
toren in p.
Für ein Koordinatensystem, das heißt die Komponentenfunktionen

{
xi
}

einer Abbildung ϕ : Ω →
U , ϕ (p) =

(
x1 (p) , . . . ,xn (p)

)
mit Ω ⊂ Mn,U ⊂ Rn offen, bilden die Vektoren

(
∂

∂xi

)
p
, definiert

durch (
∂

∂xi

)
p
( f ) =

(
∂
(

f ◦ϕ−1
)

∂xi

)
ϕ(p)

eine Basis für TpMn. Für einen Vektor X ∈ TpMn gilt also im Punkt p:

X = X i ∂

∂xi .

Seien die als Kovektoren bezeichneten
(
dxi
)

p die duale Basis zu
(

∂

∂xi

)
p

des Dualraumes von TpMn,

dann lässt sich die Metrik g schreiben als

g = gi jdxidx j,

mit der Koeffizientenmatrix (gi j) =
(

g
(

∂

∂xi ,
∂

∂x j

))
. Die Einträge der inversen Matrix werden mit

gi j bezeichnet: g jigik = δ k
j .

Zum Beispiel gilt damit für die euklidische Metrik ḡ auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit Rn:
ḡi j = δi j.
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Im Weiteren soll die Sphäre Sn mit einer Riemannschen Metrik ausgestattet werden. Die Standard-
metrik (auch runde Metrik) g0 der Sphäre wird durch die euklidische Metrik ḡ des umgebenden
Rn+1 induziert und soll nun näher beschrieben werden.
Dazu sei die Abbildung π : Sn \{N := (0, . . . ,0,1)}→ Rn die stereographische Projektion der Ein-
heitssphäre. Durch diese wird ein Punkt p =

(
ξ 1, . . . ,ξ n,τ

)
∈ Sn auf einen Punkt u∈Rn abgebildet,

wobei U = (u,0) der Punkt ist, in dem die Gerade durch N und p die Hyperebene {τ = 0} schneidet.
Damit ergeben sich folgende Formeln für π: Sei ξ ∈ Rn

π (ξ ,τ) = u =
ξ

1− τ
, π

−1 (u) = (ξ ,τ) =

(
2u

|u|2 +1
,
|u|2−1

|u|2 +1

)
. (2.1)

Die Abbildung π−1 kann nun dazu verwendet werden, die Metrik g0 auf den Rn
”zurückzuziehen“,

das heißt es soll die sogenannte ”pullback“-Metrik
(
π−1

)∗g0 berechnet werden. Seien dazu q ∈ Rn

und V ∈ TqRn. (
π
−1)∗g0 (V,V ) := g0

(
π
−1
∗ V,π−1

∗ V
)
= ḡ

(
π
−1
∗ V,π−1

∗ V
)
. (2.2)

Seien V = V i ∂

∂ui , π−1 (u) = (ξ (u) ,τ (u)) und f eine reellwertige Funktion auf der Sphäre, dann
berechnet sich definitionsgemäßder sogenannte ”push-forward“ π−1

∗ des Vektors V wie folgt:(
π
−1
∗ V

)
( f ) :=V i ∂

∂ui

(
f ◦π

−1 (u)
)

=V i ∂

∂ui ( f (ξ (u) ,τ (u)))

=

(
V i ∂ξ j

∂ui
∂

∂ξ j +V i ∂τ

∂ui
∂

∂τ

)
f .

Für die rechte Seite ergeben sich folgende Formeln:

V i ∂ξ j

∂ui =V i ∂

∂ui

(
2u j

|u|2 +1

)
=

2V j

|u|2 +1
− 4u j(
|u|2 +1

)2 ∑
k

V kuk,

V i ∂τ

∂ui =V i ∂

∂ui

(
|u|2−1

|u|2 +1

)
=

4∑k V kuk(
|u|2 +1

)2 .

Eingesetzt in (2.2):

ḡ
(
π
−1
∗ V,π−1

∗ V
)
=

n

∑
j=1

(
V i ∂ξ j

∂ui

)2

+

(
V i ∂τ

∂ui

)2

=
4 |V |2(
|u|2 +1

)2 .

Also (
π
−1)∗g0 =

4(
|u|2 +1

)2 ḡ, (2.3)

wobei ḡ jetzt die euklidische Metrik auf Rn bezeichnet.
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2.1.2 Die kovariante Ableitung

Ziel dieses Abschnittes soll es sein, der Ableitung eines Vektorfeldes auf einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit entlang eines anderen Vektorfeldes einen Sinn zu geben. Grundsätzlich besteht das
Problem, dass für verschiedene Punkte pi auf Mn die Tangentialvektoren in verschiedenen Tan-
gentialebenen TpiMn, das heißt in verschiedenen Vektorräumen, liegen. Für eine sinnvolle Ablei-
tung muss also ein Weg gefunden werden, diese zu ”verbinden“. Dies führt zu dem Begriff des
Zusammenhangs auf einer Mannigfaltigkeit. Wird die Mannigfaltigkeit zusätzlich mit einer Me-
trik g ausgestattet, ist es möglich, einen spezielleren Zusammenhang zu wählen: den Levi-Civita-
Zusammenhang. Dieser soll hier beschrieben werden.
Sei dazu das Tangentialbündel T Mn einer Mannigfaltigkeit defniert als die disjunkte Vereinigung
der Tangentialräume in allen Punkten p auf Mn:

T Mn :=
⋃

p∈Mn

{p}×TpMn =:
⊔

p∈Mn

TpMn.

Die natürliche Projektion π : T Mn→Mn mit (p,Xp) 7→ p, wobei Xp ∈ TpMn, ist eine glatte Abbil-
dung, die jedem Vektor in TpMn den Punkt zuordnet, an den er tangential ist. Ein glattes Vektorfeld
ist ein Schnitt im Tangentialbündel, d.h. eine glatte Abbildung X : Mn→ T Mn mit p 7→ Xp und der
Eigenschaft

π ◦X = IdMn .

Die Menge aller glatten Vektorfelder auf Mn wird mit T (Mn) bezeichnet. Seien X ,Y,Z ∈ T (Mn)

und f ,g ∈C∞(Mn), dann definiert die Abbildung

(X ,Y ) ∇7→ ∇XY ∈T (Mn)

mit den Eigenschaften

1. ∇ f X+gY Z = f ∇X Z +g∇Y Z,
2. ∇X (Y +Z) = ∇XY +∇X Z,
3. ∇X ( fY ) = f ∇XY +X ( f )Y ,

einen Zusammenhang auf der Mannigfaltigkeit. ∇XY heißt kovariante Ableitung von Y in Richtung
von X . Der Begriff des Tangentialbündels kann auf ko- und kontravariante Tensorbündel beliebiger
Ordnung auf der Mannigfaltigkeit verallgemeinert werden und somit kann auch die kovariante Ab-
leitung von Tensorfeldern definiert werden. Für ein 2-fach kovariantes Tensorfeld A und ein festes
Vektorfeld X ist die kovariante Ableitung von A in Richtung X definiert durch

(∇X A)(Y,Z) := ∇X (A(Y,Z))︸ ︷︷ ︸
=X(A(Y,Z))

−A(∇XY,Z)−A(X ,∇X Z) .

Das sich daraus ergebende 3-fach kovariante Tensorfeld ∇A, definiert durch

(∇A)(X ,Y,Z) := (∇X A)(Y,Z)

heißt totale kovariante Ableitung von A. Wie sich herausstellt, existiert auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit ein eindeutiger Zusammenhang, der die folgenden Eigenschaften bezüglich der
Metrik erfüllt:
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4. ∇X g(Y,Z) = g(∇XY,Z)+g(Y,∇X Z) (Verträglichkeit mit der Metrik g),
5. ∇XY −∇Y X = [X ,Y ] := XY −Y X (Symmetrie).

Dieser Zusammenhang heißt Levi-Civita-Zusammenhang. Eigenschaft 4 zeigt das Verschwinden
der totalen kovarianten Ableitung der Metrik: ∇g = 0.
Für das Rechnen in Koordinaten, das heißt X = X i ∂

∂xi ,Y = Y j ∂

∂x j , ergibt sich:

∇XY 1.
= X i

∇ ∂

∂xi
Y j ∂

∂x j
3.
= X iY j

∇ ∂

∂xi

∂

∂x j︸ ︷︷ ︸
:=Γ k

i j
∂

∂xk

+X i ∂

∂xi

(
Y j) ∂

∂x j

= X i
(

Y j
Γ

k
i j +

∂

∂xi

(
Y k
))

∂

∂xk .

Also
∇ ∂

∂xi
Y k = Y j

Γ
k

i j +∂iY k. (2.4)

Dabei heißen die so definierten Funktionen Γ k
i j Christoffel-Symbole, die sich mit Hilfe der Metrik

wie folgt ausrechnen lassen:

Γ
k

i j =
1
2

gk` (
∂ jgi`+∂ig j`−∂`gi j

)
, (2.5)

Γ
i

ik = ∂k

(
log
√

det(g)
)
. (2.6)

Die kovariante Ableitung einer skalaren, differenzierbaren Funktion f : Mn→ R, die ein 0-fach ko-
und kontravarianter Tensor ist, ist nichts anderes als das Differential d f = ∇ f = ∂ f

∂xi dxi der Funktion
mit ∇ f (X) = ∇X f = X ( f ) und somit ein 1-fach kovarianter Tensor. Der Gradient grad f ist dann
als derjenige Tangentialvektor definiert, der für alle X ∈T (Mn)

g(grad f ,X) = X ( f )

erfüllt. In Koordinaten mit X = X i∂i:

g
(

X i
∂i,
(

gk`
∂` f
)

∂k

)
= grsdxr (X i

∂i
)

dxs
((

gk`
∂` f
)

∂k

)
= gikX igk`

∂` f = X `
∂` f = X ( f ) .

Also
grad f =

(
gk`

∂` f
)

∂k =: ∇
k f ∂k. (2.7)

Die zweite kovariante Ableitung von f ist gegeben mit ∇2 f := ∇∇ f . Dabei gilt:(
∇

2 f
)
(X ,Y ) := ∇X (∇ f (Y ))−∇ f (∇XY ) = ∇X ∇Y f − (∇XY )( f ) .

Wieder in Koordinaten mit X = ∂i,Y = ∂ j ergibt sich:

∇i∇ j f =
∂ 2 f

∂xi∂x j −Γ
k

i j
∂ f
∂xk . (2.8)

Der Laplace-Beltrami-Operator von f wird definiert durch:
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∆ f := div(grad f ) , (2.9)

wobei die Divergenz eine Vektorfeldes X definiert ist als die Spur der Abbildung Y 7→ ∇Y X . In
Koordinaten:

div(X) =∇∂iX
i (2.4)= X j

Γ
i

i j +∂iX i (2.6)= ∂iX i +X j
∂ j

(
log
√

det(g)
)

=
1√

det(g)
∂ j

(
X j
√

det(g)
)
.

Zusammengesetzt gilt damit für den Laplace-Beltrami-Operator von f :

∆ f =
1√

det(g)
∂ j

(√
det(g)g ji

∂i f
)
. (2.10)

2.1.3 Krümmungen

Um ein Maßfür die ”Gekrümmtheit“ einer Riemannschen Mannigfaltigkeit zu finden, betrachtet
man folgenden Ausdruck für Vektorfelder auf dem euklidischen Rn:

∇X ∇Y Z−∇Y ∇X Z = ∇X

(
Y Zk

∂k

)
−∇Y

(
XZk

∂k

)
= XY Zk

∂k−Y XZk
∂k = ∇[X ,Y ]Z.

Diese Relation wird für allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeiten sicherlich nicht gelten, da in
diesem Fall die Christoffel-Symbole nicht verschwinden. Somit definiert man die Krümmung R
einer Riemannschen Manngifaltigkeit Mn wie folgt: R : T (Mn)×T (Mn)×T (Mn)→T (Mn) mit

R(X ,Y )Z = ∇X ∇Y Z−∇Y ∇X Z−∇[X ,Y ]Z.

Dabei ist R ein 3-fach kovariantes und 1-fach kontravariantes Tensorfeld, dessen Koeffizienten durch

R(∂i,∂ j)∂k = R`
ki j∂`

definiert sind. Diese lassen sich in Koordinaten mit Hilfe der Christoffel-Symbole ausrechnen

Rk
`i j = ∂iΓ

k
j`−∂ jΓ

k
i` +Γ

k
imΓ

m
j` −Γ

k
jmΓ

m
i` (2.11)

und es gilt für die Komponenten Xk eines Vektorfeldes:

∇i∇ jXk−∇ j∇iXk = Rk
`i jX

` (2.12)

mit
∇i∇ jXk = ∂i

(
∇ jXk

)
+Γ

k
i` ∇ jX `−Γ

`
i j ∇`Xk.

Durch Kontraktion, das heißt Spurbildung, lassen sich noch zwei weitere wichtige Krümmungs-
tensoren finden:

• Die Ricci-Krümmung Ric, gegeben durch:

Ri j = Rk
ik j, (2.13)
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• und nach nochmaliger Kontraktion, die skalare Krümmung S:

S = Ri jgi j. (2.14)

Außerdem erhält man durch Erniedrigen des kontravarianten Indizes von R`
ki j einen 4-fach kovari-

anten Tensor, den Riemannschen Krümmungstensor mit den Koeffizienten:

Rk`i j = gkmRm
`i j.

Zurück zur Einheitssphäre Sn ausgestattet mit der Standardmetrik g0 = 4(1+ |x|2)−2δi j über die
stereographische Projektion Sn→Rn. Mit Gleichung (2.5) ergeben sich die Christoffelsymbole zu:

Γ
k

i j =
1
2

gk`

∂ j
4δi`(

1+ |x|2
)2 +∂i

4δ j`(
1+ |x|2

)2 −∂`
4δi j(

1+ |x|2
)2


=

2

1+ |x|2
(
−δikx j−δ jkxi +δi jxk

)
.

Daraus folgt mit Gleichung (2.11) für die Koeffizienten von R:

R`
ki j =

4(
1+ |x|2

)2

(
δ jkδi`−δ j`δik

)
bzw. Rk`i j =

16(
1+ |x|2

)4

(
δ j`δik−δ jkδi`

)
, (2.15)

und für die Ricci- bzw. skalare Krümmung der Sphäre:

Ri j = (n−1)
4δi j(

1+ |x|2
)2 = (n−1)gi j bzw. S = (n−1)gi jgi j = (n−1)n. (2.16)

2.1.4 Konforme Metrikwechsel und der Paneitz-Operator

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit Mn ist es möglich verschiedene Metriken zu definieren.
Seien g1 und g2 zwei Metriken auf Mn, dann heißen sie konform zueinander, falls eine positive
Funktion ρ ∈C∞(Mn) exisitiert, so dass gilt:

g2 = ρg1,

bzw. für eine Funktion w ∈C∞(Mn)

gw := e2wg1. (2.17)

Anschaulich bleiben bei einem solchen Wechsel die Winkel zwischen zwei Vektoren invariant, die
Länge eines Vektors kann sich allerdings ändern. Weiter heißen dementsprechend zwei Mannig-
faltigkeiten

(
M1,g1

)
und

(
M2,g2

)
konform äquivalent, falls ein Diffeomorphismus ϕ : M1 → M2

existiert, so dass die ”pullback“-Metrik ϕ∗g2 konform zu g1 ist.
Ein Beispiel für konform äquivalente Mannigfaltigkeiten sind der Rn und die Sphäre Sn, denn nach
Gleichung (2.3) gilt: ϕ∗g0 = 4(1+ |x|2)−2ḡ.
Nun stellt sich die Frage, wie sich die Differentialoperatoren auf einer Mannigfaltigkeit unter einem
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konformen Metrikwechsel ändern, da sie, wie im letzten Abschnitt gesehen, stark von der zugrunde
gelegten Metrik abhängen. Aus diesem Grund werden die Operatoren mit dem Indizes g bzw. gw

versehen, bei Eindeutigkeit werden sie weggelassen. Dieser Sachverhalt motiviert folgende Defini-
tion.

Definition 2.1. Sei (Mn,g) eine kompakte und geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei A
ein selbstadjungierter, geometrischer Differentialoperator, d.h. der Operator ist abhängig von den
geometrischen Größen auf (Mn,g). Dann heißt A konform kovariant, falls bei einem konformen
Wechsel der Metrik gw := e2wg für die korrespondierenden Operatoren Agw und A gilt: Es existieren
a,b, so dass für alle ϕ ∈C∞(Mn)

Agw (ϕ) = e−bwA(eaw
ϕ) . (2.18)

Beispiel 2.2. Der Laplace-Beltrami-Operator in zwei Dimensionen erfüllt

∆gw = e−2w
∆g,

da:

∆gwu =
1√

det(e2wg)

∂

∂xi

(
e−2wgi j

√
det(e2wg|) ∂

∂x j
u
)

=
1

e2w
√

det(g)
∂

∂xi

(
e−2wgi je2w

√
det(g)

∂

∂x j
u
)

=
e−2w√
det(g)

∂

∂xi

(
gi j
√

det(g)
∂

∂x j
u
)

= e−2w
∆gu.

Das heißt, er ist konform kovariant mit (a,b) = (0,2).

Ein konform kovarianter Differentialoperator der Ordnung 4 wurde von Paneitz entdeckt [30] und
nach ihm benannt:

Satz und Definition 2.3 (Paneitz-Operator). Sei (Mn,g) eine glatte,
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit n > 2. Sei gw = e2wg ein konformer Metrikwechsel. Dann gilt für
alle ϕ ∈C∞ (Mn):

e
n+4

2 wPgw
n ϕ = Pg

n

(
e

n−4
2 w

ϕ

)
, (2.19)

wobei

Pg
nϕ :=∆

2
g ϕ−∇ ∂

∂x j

((
−anRi j

g +bngi jSg
) ∂

∂xi ϕ

)
+
(
(n−4)cn∆gSg− (n−4)dn |Ricg|2g +(n−4)enS2

g

)
ϕ (2.20)

mit

an :=
4

n−2
, bn :=

n2−4n+8
2(n−1)(n−2)

, cn :=
−1

4(n−1)
, dn :=

1

(n−2)2 ,

en :=
n3−4n2 +16n−16

16(n−1)2 (n−2)2
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und
|Ricg|2g = gi jgklRikR jl

als Hilbert-Schmidt-Norm der Ricci-Krümmung bezüglich der Metrik g.
Für n = 4 gilt also:

Pg
4ϕ = ∆

2
g ϕ−2∇ ∂

∂x j

((
1
3

gi jSg−Ri j
g

)
∂

∂xi ϕ

)
, (2.21)

und für alle ϕ ∈C∞ (Mn)

e4wPgw
4 ϕ = Pg

4ϕ

das heißt, Pg
4 ist konform kovariant mit (a,b) = (0,4).

Definiert man die Q-Krümmung einer vierdimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit durch

Qg :=
1

12

(
−∆gSg−3 |Ricg|2g +S2

g

)
, (2.22)

dann erfüllt der konform kovariante Paneitz-Operator Pg
4 folgende partielle Differentialgleichung

vierter Ordnung:
Pg

4w+2Qg = 2Qgwe4w. (2.23)

Die Q-Krümmung wird auch häufig als Branson’s Q-Krümmung bezeichnet, da Branson in [9] den
Zusammenhang (2.23) entdeckt hat.
Zurück zur Sphäre Sn: Durch Zurückziehen des Operators (−∆)

n
2 mit Hilfe der stereographischen

Projektion von (Rn, ḡ) nach (Sn,g0) konnten Branson [7] und Beckner [5] eine explizite Formel für
den Paneitz-Operator Pg0

4 auf Sn angeben.
Speziell für die vierdimensionalen Sphäre S4 mit der Standardmetrik g0 und den Formeln (2.16) für
die Ricci- bzw. skalare Krümmung ergibt sich der Paneitz-Operator Pg0

4 mit Gleichung (2.21) zu:

Pg0
4 ϕ = ∆

2
g0

ϕ−2
1√

det(g0)
∂ j

(√
det(g0)

(
12
3

gi j
0 −3gi j

0

)
∂iϕ

)
= ∆

2
g0

ϕ−2∆g0ϕ, (2.24)

sowie die Q-Krümmung auf S4:

Qg0 =
1
12

(
−∆g0 (12)−3 |3g0|2g0

+122
)
=

1
12

(
−3gi j

0 gkl
0 g0

ik︸ ︷︷ ︸
=δ l

i

g0
jl3

2 +144
)

=
1
12

(
−27gi j

0 g0
ji︸ ︷︷ ︸

=4

+144
)
= 3.

Damit wird Gleichung (2.23) zu:
Pg0

4 w+6 = 2Qgwe4w (2.25)

bzw. mit Gleichung (2.24) und Q := 2Qgw :

∆
2
g0

w−2∆g0w+6 = Qe4w. (2.26)
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2.2 Sobolevräume auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einführung in die Theorie der Sobolev-Räume auf Mannigfal-
tigkeiten gegeben. Diese sollen, analog zum Rn, als Abschluss von Funktionenräumen hinreichend
glatter Funktionen auf der Mannigfaltigkeit bezüglich einer Integral-Norm definiert werden. Daher
ist es notwendig, das Lebesgue-Integral einer Funktion auf einer Mannigfaltgikeit zu verstehen:

Definition 2.4 (Lebesgue-Integral). Sei (Mn,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der Karte
(Ω ,ϕ) und dem Koordinatensystem

{
xi
}

, das heißt für alle p ∈Ω ⊂Mn gilt

ϕ (p) =
(
x1 (p) , . . . ,xn (p)

)
∈ Rn.

Für eine glatte Funktion f auf Mn mit kompaktem Träger in Ω sei das Lebesgue-Integral von f
definiert als ∫

Mn

f dvg :=
∫

ϕ(Ω)

(√
det(g) f

)
◦ϕ
−1dx1dx2 · · ·dxn.

Sei weiter (Ωi,ϕi)i∈I ein Atlas für Mn und {αi}i∈I eine der Überdeckung {Ωi}i∈I untergeordnete
Teilung der Eins, d.h. es gilt für alle i ∈ I:

1. suppαi ⊂Ωi;
2. jeder Punkt p besitzt eine Umgebung U , so dass U∩suppαi = /0, außer für eine endliche Auswahl

von αi;
3. 0≤ αi ≤ 1, ∑i∈I αi = 1.

Dann definiert man: ∫
Mn

f dvg := ∑
i∈I

∫
Mn

αi f dvg,

wobei die Summe endlich ist, da der Schnitt von suppαi mit dem kompakten Träger von f nur für
eine endliche Anzahl an Indizes i nicht leer ist.

Bemerkung 2.5. Für die Existenz einer Teilung der Eins benötigt man die Eigenschaft der Parakom-
paktheit der Mannigfaltigkeit. Die Teilung der Eins ist dann so glatt, wie die glatte Struktur auf der
Mannigfaltigkeit, der Atlas. Für die Mannigfaltigkeiten in dieser Arbeit sei Parakompaktheit immer
vorausgesetzt, bei kompakten Mannigfaltigkeiten gilt die Eigenschaft natürlich schon.

Es bleibt zu zeigen, dass das Integral wohldefiniert ist, das heißt es darf weder von der Karte noch
von der Teilung der Eins abhängen:

Beweis. Sei dazu (θ ,Ψ) eine weitere Karte mit dem Koordinatensystem {yα} und gelte supp f ⊂
Ω ∩θ . Damit kann die Metrik g in den verschiedenen Koordinaten geschrieben werden als

g = gαβ (y)dyαdyβ = gi j (x)dxidx j

und es gilt mit dem Koordinatenwechsel für Tangentialvektoren ∂

∂yα = ∂xi

∂yα

∂

∂xi :

gαβ (y) = g
(

∂

∂yα
,

∂

∂yβ

)
=

∂xi

∂yα

∂x j

∂yβ
g
(

∂

∂xi ,
∂

∂x j

)
=: Bi

αB j
β

gi j (x) .
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Also
det(g(y)) = (det(B))2 det(g(x)) .

Damit und dem Transformationssatz sowie Aα
i := ∂yα

∂xi folgt:∫
Mn

f dvg =
∫

Ψ(Ω∩θ)

(√
det(g(y)) f

)
◦Ψ

−1dy1dy2 · · ·dyn

=
∫

ϕ(Ω∩θ)

(√
det(g(x)) f

)
◦ϕ
−1 |det(B)det(A)|︸ ︷︷ ︸

=1, da invers zueinander

dx1dx2 · · ·dxn

=
∫

Mn

f dvg.

Betrachtet man nun einen weiteren Atlas
{

θ j,Ψj
}

j∈J mit einer untergeordneten Teilung der Eins{
β j
}

bezüglich der Überdeckung
{

θ j
}

j∈J , dann gilt:

∑
i∈I

∫
Mn

αi f dvg
∑ j∈J β j=1

= ∑
i∈I

∑
j∈J

∫
Mn

(αiβ j) f dvg
Summen lokal endlich

= ∑
j∈J

∫
Mn

β j f dvg.

ut

Bemerkung 2.6. Mit dvg =
√

det(g)dx1dx2 · · ·dxn =:
√

det(g)dx wird das Riemannsche Volumen-
element bezeichnet, und mit dx das Lebeguesche Volumenelement des Rn. Falls die Metrik eindeutig
ist, wird dieses im Folgenden weggelassen.

Definition 2.7. Sei (Mn,g) eine glatte, Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Für eine
reelle Funktion w ∈ Ck (Mn) , k ∈ N0, sei ∇kw die k-te kovariante Ableitung von w und

∣∣∇kw
∣∣ die

Norm von ∇kw. Diese ist in lokalen Koordinaten definiert durch∣∣∇kw
∣∣2 := gi1 j1 . . .gik jk

(
∇

kw
)

i1...ik

(
∇

kw
)

j1... jk
.

Bemerkung 2.8. Für die Komponenten der kovarianten Ableitung existieren verschiedene Notati-
onskonventionen. So werden in dieser Arbeit, wie auch im vorangegangenen Abschnitt, die Kom-
ponenten der ersten kovarianten Ableitung mit

∇iw = (∇w)i = ∂iw

und die Komponenten der zweiten kovarianten Ableitung mit

∇i∇ jw =
(
∇

2w
)

i j = ∂i jw−Γ
k

i j ∂kw

bezeichnet. Außerdem überschneiden sich die Notationen für die k-te kovariante Ableitung ∇kw
sowie für die k-te Komponente des Gradienten ∇kw = gki∂iw. Da mit Ausnahme der folgenden
Definition der Sobolev-Räume ausschließlich kovariante Ableitungen bis zur Ordnung 2 vorkom-
men bezeichnet im folgenden, wie auch im vorangegangen, Kapitel ∇kw die k-te Komponente des
Gradienten gradw.

Damit ist es nun möglich Sobolev-Räume auf Mannigfaltigkeiten einzuführen:
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Definition 2.9 (Sobolev-Raum). Sei k, `∈N0, p≥ 1. Der Sobolev-Raum W k,p (Mn) ist definiert als
die Vervollständigung des Vektorraumes

Ck,p (Mn) :=
{

w ∈C∞ (Mn) |∀`≤ k :
∣∣∇`w

∣∣ ∈ Lp (Mn)
}

=

{
w ∈C∞ (Mn) |∀`≤ k :

∫
Mn

∣∣∇`w
∣∣p dvg < ∞

}
bezüglich der Norm

‖w‖W k,p :=
k

∑
`=0

∥∥∇
`w
∥∥

Lp =
k

∑
`=0

(∫
Mn

∣∣∇`w
∣∣p dvg

) 1
p

.

Falls Mn eine kompakte Mannigfaltigkeit ist, folgt für alle k und p≥ 1: Ck,p (Mn) =C∞(Mn). Analog
zum Rn gilt für den Spezialfall p = 2:

Proposition 2.10. Für p = 2 ist W k,2 (Mn) ein Hilbertraum mit der durch das Skalarprodukt

〈w,v〉 :=
k

∑
`=0

∫
Mn

(
gi1 j1 . . .gi` j`

(
∇
`w
)

i1...i`

(
∇
`v
)

j1... j`

)
dvg

induzierten Norm

‖w‖W k,2 =

(
k

∑
`=0

∥∥∇
`w
∥∥2

L2

) 1
2

.

Dieser wird mit Hk (Mn) bezeichnet.

Als weitere Verallgemeinerungen ergeben sich die folgenden Einbettungssätze für Sobolev-Räume
auf Mannigfaltigkeiten:

Satz 2.11 (Rellich-Kondrachov). Sei Mn eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seien 0≤
`≤ k, `,k ∈ N und w ∈W k,p(Mn). Falls

k− ` <
n
p

und
1
p
− k− `

n
≤ 1

q
(2.27)

dann ist die Einbettung W k,p(Mn) ↪→W `,q(Mn) stetig. Für ` < k und (2.27) strikt ist die Einbettung
sogar kompakt. Außerdem gilt für p > n:

w ∈Ck−1 (Mn) .

Bemerkung 2.12. Für n = 4 und p = 2,k = 1 und `= 0 ist die Einbettung H1 ↪→ L2 kompakt. Da die
Einbettung H2 ↪→ H1 stetig ist, folgt: H2 ↪→ L2 ist kompakt.
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Lemma 2.13 (Poincarésche Ungleichung). Sei (Mn,g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltig-
keit, und sei q ∈ [1,n). Dann existiert eine positive Konstante C = C (Mn,g,q), so dass für alle
w ∈W 1,q (Mn) gilt: (∫

Mn

|w− w̄|q
) 1

q

≤C
(∫

Mn

|∇w|q
) 1

q

. (2.28)

Dabei ist w̄ := −
∫

Mn
w := 1

vol(Mn)

∫
Mn

w.

Damit lässt sich nun die ”partielle Integration“ auf Mannigfaltigkeiten beweisen:

Lemma 2.14. Sei (Mn,g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt für u,v∈C2(Mn):∫
Mn

(∆gu)v dvg =−
∫

Mn

〈∇u,∇v〉g dvg =
∫

Mn

u(∆gv) dvg (2.29)

wobei 〈∇u,∇v〉g = gi j∂iu∂ jv.

Beweis. Sei (Ωi,ϕi)i∈I ein Atlas auf Mn und {αi}i∈I eine der Überdeckung (endlich) {Ωi}i∈I unter-
geordnete, glatte Teilung der Eins. Dann zeigt man mit ũ := u◦ϕ−1:∫

Mn

(∆gu)v dvg = ∑
i∈I

∫
ϕi(Ωi)

α̃i
1√

det(g)
∂

∂x j

(√
det(g)g js ∂

∂xs ũ
)

ṽ
√

det(g)dx.

Partielle Integration der einzelnen Summanden ergibt:∫
ϕi(Ωi)

α̃i∂ j

(√
det(g)g js

∂sũ
)

ṽdx

=−
∫

ϕi(Ωi)
∂ j (α̃iṽ)

(√
det(g)g js

∂sũ
)

dx

=−
∫

ϕi(Ωi)
(∂ jα̃i) ṽg js

∂sũ
√

det(g)dx−
∫

ϕi(Ωi)
α̃ig js

∂sũ∂ jṽ
√

det(g)dx

wobei die Randterme verschwinden, da supp αi ⊂Ωi. Oben eingesetzt folgt:∫
Mn

(∆gu)v dvg =−∑
i∈I

∫
ϕi(Ωi)

(∂ jα̃i) ṽg js
∂sũ
√

det(g)dx

−∑
i∈I

∫
ϕi(Ωi)

α̃ig js
∂sũ∂ jṽ

√
det(g)dx

=
∫

ϕi(Ωi)
∂ j

((
∑
i∈I

αi

)
◦ϕ
−1

)
︸ ︷︷ ︸

=0, ∑i∈I αi=1

ṽg js
∂sũ
√

det(g)dx

−
∫

Mn

〈∇u,∇v〉g dvg

=−
∫

Mn

〈∇u,∇v〉g dvg

und damit die Behauptung. ut
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Satz 2.15. Sei Mn eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und w ∈ H2 (Mn). Die reellwertige
Abbildung

w 7→
(
‖w‖2

L2 +‖∇w‖2
L2 +‖∆w‖2

L2

) 1
2

ist eine Norm auf H2 (Mn), welche äquivalent zu ‖.‖H2 ist.

Beweis. Die Normeigenschaften der Abbildung ergeben sich aus den Normeigenschaften der Lp-
Norm.
Zur Äquivalenz.

Behauptung.
n
∣∣∇2w

∣∣2 ≥ |∆w|2 (2.30)

Beweis dazu: Sei A eine reelle n×n Matrix. 〈A,B〉 := sp
(
ABT

)
definiert ein Skalarprodukt für die

reellen n×n Matrizen. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt:∣∣sp
(
ABT )∣∣2 ≤ sp

(
AAT )sp

(
BBT )

bzw. speziell mit der Einheitsmatrix:

|sp(A)|2 ≤ n · sp
(
AAT ) .

Wendet man die Ungleichung auf die Matrix mit den Einträgen

Ai
j = gki

(
∂ 2w

∂xk∂x j −Γ
m

k j
∂w
∂xm

)
an, so folgt mit ∣∣∇2w

∣∣2 =gi jgk`
∇i∇kw∇ j∇`w

=gi jgk`
(

∂ 2w
∂xi∂xk −Γ

m
ik

∂w
∂xm

)(
∂ 2w

∂x j∂x`
−Γ

s
j`

∂w
∂xs

)
und

∆w = gi j
(

∂ 2w
∂xi∂x j −Γ

k
i j

∂w
∂xk

)
die Behauptung.

Behauptung. ∫
Mn

∣∣∇2w
∣∣2 = ∫

Mn

|∆w|2−
∫

Mn

Ric(∇w,∇w) ∀w ∈C∞ (Mn) (2.31)

Beweis dazu: Aus Gleichung (2.12) mit den Komponenten des Gradienten grad w = ∇kw ∂

∂xk =

gk` ∂w
∂xk

∂

∂x` ergibt sich:
∇i∇ j∇

kw−∇ j∇i∇
kw = Rk

`i j∇
`w.

Durch Kontraktion der Gleichung, d.h. k = i, folgt:

∇i∇ j∇
iw−∇ j∇i∇

iw = R` j∇
`w = Ri j∇

iw.

Multiplikation mit ∇ jw und Integration:
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Mn

∇i∇ j∇
iw∇

jw−
∫

Mn

∇ j∇i∇
iw∇

jw =
∫

Mn

Ri j∇
iw∇

jw.

Partielle Integration des zweiten Integrals liefert:∫
Mn

∇i∇ j∇
iw∇

jw+
∫

Mn

∇i∇
iw∇ j∇

jw =
∫

Mn

Ric(∇w,∇w) . (2.32)

Für das erste Integral gilt:∫
Mn

∇i∇ j∇
iw∇

jw =
∫

Mn

g js
∇i∇ j∇

iw∇sw

part. Int.
= −

∫
Mn

g js
∇ j∇

iw∇i∇sw−
∫

Mn

(
∇ig js)

∇ j∇
iw∇sw.

Da die Metrik g verträglich mit dem Levi-Civita-Zusammenhang ist, gilt:

∇g = 0.

Differenziert man die Gleichung g` jg js = δ s
` kovariant, ergibt sich:(

∇ig` j
)︸ ︷︷ ︸

=0

g js +g` j
(
∇ig js)= 0.

Multiplikation mit g` j zeigt:
∇ig js = 0.

Damit verschwindet das zweite Integral und nach nochmaliger Anwendung des Argumentes gilt:∫
Mn

∇i∇ j∇
iw∇

jw =−
∫

Mn

g jsgi`
∇ j∇`w∇i∇sw.

Eingesetzt in (2.32) liefert:

−
∫

Mn

∣∣∇2w
∣∣2 +∫

Mn

(∆w)2 =
∫

Mn

Ric(∇w,∇w)

und damit die behauptete Identität (2.31).
Da Mn kompakt, kann man eine Konstante C finden, so dass gilt: Ric≥−Cg. In (2.31):∫

Mn

∣∣∇2w
∣∣2 ≤ ∫

Mn

|∆w|2 +C
∫

Mn

g(∇w,∇w)

=
∫

Mn

|∆w|2 +C
∫

Mn

|∇w|2 . (2.33)

Mit (2.30), (2.33) und der Dichtheit von C∞(Mn) in H2(Mn) folgt die Äquivalenz in H2(Mn). ut

Im Folgenden wird mit ‖.‖H2 die Norm
(
‖.‖2

L2 +‖∇.‖2
L2 +‖∆ .‖2

L2

) 1
2

bezeichnet.

Lemma 2.16. Sei Mn eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Die Teilmenge Ĥ2(Mn) :=

{
v ∈ H2(Mn) :

∫
Mn

v = 0
}
⊂ H2(Mn) ist als abgeschlossener (sogar

schwach folgenabgeschlossener) Teilraum in H2(Mn) wieder ein Hilbertraum mit der durch das
Skalarprodukt

〈. , .〉Ĥ2 : Ĥ2× Ĥ2→ R, 〈u,v〉Ĥ2 := 〈∆u,∆v〉L2 + 〈∇u,∇v〉L2

induzierten Norm ‖u‖Ĥ2 :=
√
〈u,u〉Ĥ2 , die auf Ĥ2 äquivalent zur Norm auf H2(Mn) ist.
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Beweis. Die Unterraumeigenschaften für Ĥ2 sind leicht zu zeigen.
Zur Abgeschlossenheit: Sei (vk) eine Folge in Ĥ2 mit vk→ v in H2(Mn) für k→ ∞. Damit:∣∣∣∣∫Mn

v
∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫Mn

v−
∫

Mn

vk

∣∣∣∣≤ ∫Mn

|v− vk|
Hölder Ugl.
≤ c‖v− vk‖L2 ≤ c‖v− vk‖H2 → 0

für k→∞, das heißt
∫

Mn
v = 0, bzw. v∈ Ĥ2. Da der Teilraum Ĥ2 eine konvexe Menge in H2(Mn) ist,

folgt die schwache Folgenabgeschlossenheit. Als abgeschlossener Teilraum in H2(Mn) ist Ĥ2 (Mn)

wieder ein Hilbertraum, allerdings mit dem Skalarprodukt, bzw. der Norm auf H2(Mn). Der Teil-
raum Ĥ2 enthält nicht mehr die konstanten Funktionen ungleich Null, sodass die, bezüglich 〈. , .〉H2 ,

”verkürzte“ Bilinearform 〈. , .〉Ĥ2 zu einem Skalarprodukt auf Ĥ2 wird. Dazu sei 〈v,v〉Ĥ2 = 0 für
v ∈ Ĥ2, also

0 =
∫

Mn

(∆v)2 +
∫

Mn

|∇v|2 .

Somit folgt v≡ konst. und mit
∫

Mn
v = 0: v≡ 0. Die restlichen Skalarprodukteigenschaften ergeben

sich aus dem L2-Skalarprodukt.
Zur Norm-Äquivalenz: Sei v ∈ Ĥ2.

• Sicherlich gilt ‖v‖Ĥ2 ≤ ‖v‖H2 .

• Außerdem: ‖v‖2
H2 = ‖∆v‖2

L2 +‖∇v‖2
L2 +‖v‖2

L2

∫
Mn v=0, (2.28)
≤ c‖v‖2

Ĥ2 .
ut

Bemerkung 2.17. Analog zu der Norm ‖.‖H2 bzw. dem Skalarprodukt 〈., .〉H2 sind die Abbildungen

w 7→
(

α ‖∆w‖2
L2 +β ‖∇w‖2

L2 + γ ‖w‖2
L2

) 1
2
,

u,v 7→α 〈∆u,∆v〉L2 +β 〈∇u,∇v〉L2 + γ 〈u,v〉L2 ,

mit α,β ,γ > 0 äquivalente Normen bzw. Skalarprodukte auf H2(Mn).
Auf Ĥ2(Mn) sind entsprechend die Abbildungen

w 7→
(

α ‖∆w‖2
L2 +β ‖∇w‖2

L2

) 1
2
,

u,v 7→α 〈∆u,∆v〉L2 +β 〈∇u,∇v〉L2 ,

mit α,β > 0 äquvialente Normen bzw. Skalarprodukte zu ‖.‖Ĥ2 bzw. 〈., .〉Ĥ2 und werden im Fol-
genden benutzt. Auf Ĥ2(Mn) ist sogar β = 0 möglich:∣∣∣∣∫Mn

|∇w|2
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫Mn

w∆w
∣∣∣∣≤ (∫Mn

w2
) 1

2
(∫

Mn

(∆w)2
) 1

2

∫
Mn v=0, (2.28)
≤ c

(∫
Mn

|∇w|2
) 1

2
(∫

Mn

(∆w)2
) 1

2

.

Also
‖∇w‖L2 ≤ c‖∆w‖L2 .



Kapitel 3

Die verbesserte Beckner-Ungleichung

3.1 Ungleichungen

Sei Ω ein glattes Gebiet in Rn, dann besagen die klassischen Einbettungssätze von Sobolev [18],
dass für kp < n die Einbettung

W k,p
0 (Ω) ↪→ L

np
n−kp (Ω)

stetig ist. Hier bezeichne W k,p
0 (Ω) den Abschluss des Funktionenraumes der Funktionen mit kom-

paktem Träger in Ω und Ableitung der Ordnung k in Lp unter der Norm (∑|`|≤k
∫

Ω
|∇`|pdx)1/p.

Nun stellt sich die Frage, ob die Inklusion im Grenzfall n = kp immer noch gilt, d.h. W k,n/k
0 (Ω) ↪→

L∞ (Ω). Es stellt sich heraus, dass sie nicht gilt: zum Beispiel liegt für n> 1 die auf dem Einheitsball
unbeschränkte Funktion w(x) = log(log(1+ 1

|x|)) in W 1,n
0 .

Dafür konnte Trudinger [33] folgende Variante der ”Fast-Beschränktheit“ beweisen: Es existieren
Konstanten β (n) , C (n), so dass für w ∈W 1,n

0 (Ω) mit∫
Ω
|∇w|n dx≤ 1 gilt: ∫

Ω

eβ |w|
n

n−1 dx≤C (n) |Ω | (3.1)

Dieses Resultat konnte von Moser in [27] noch weiter präzisiert werden: Es existiert eine Konstante

β0 = β0 (n) = nω

1
n−1

n−1, so dass unter gleichen Bedingungen an w für alle β ≤ β0 die Trudinger-
Ungleichung (3.1) gilt. Dabei ist ωn−1 die (n−1)-dimensionale Oberfläche der Einheitssphäre im
Rn. Die Konstante β0 ist scharf, das heißt, für alle β > β0 kann das Integral aus (3.1) unbeschränkt
werden. Eine Erweiterung der Ungleichung auf höhere Ableitungen, das heißt für Funktionen in
W k, n

k (Ω) wurde von Adams [1] bewiesen und von Fontana [16] in folgender Form auf kompakte
Mannigfaltigkeiten verallgemeinert:

Satz 3.1. Sei (Mn,g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und k ∈ N strikt kleiner als n.
Dann existiert eine Konstante C (k,Mn), so dass für alle w ∈W k, n

k (Mn) mit
∫

Mn
w = 0 und

∫
Mn

∣∣∣∇∆
k−1

2 w
∣∣∣ n

k ≤ 1, für k ungerade∫
Mn

∣∣∣∆ k
2 w
∣∣∣ n

k ≤ 1, für k gerade
(3.2)

gilt:

21
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Mn

eβ0(k,n)|w|
n

n−k ≤C (3.3)

wobei

β0 (k,n) =


n

ωn−1

(
π

n
2 2kΓ

( k+1
2

)
Γ
(n−k+1

2

) ) n
n−k

, für k ungerade

n
ωn−1

(
π

n
2 2kΓ

( k
2

)
Γ
(n−k

2

) ) n
n−k

, für k gerade.

(3.4)

Weiterhin ist β0 (k,n) scharf, das heißt für jedes β ≥ β0 (k,n) kann das Integral in (3.4) nicht mehr
gleichmäßig beschränkt werden.

Für den Spezialfall einer kompakten 4-dimensionalen Mannigfaltigkeit und Funktionen in H2 ergibt
sich der von Branson, Chang und Yang [8] zur gleichen Zeit bewiesene Satz:

Satz 3.2. Sei (M4,g) eine kompakte, geschlossene Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine Konstante
c0 = c0 (g), so dass für alle w ∈ H2 (M4) mit ‖∆w‖L2 ≤ 1 gilt:∫

M4

e32π2|w−w̄|2 ≤ c0 ·vol(M4) . (3.5)

Verzichtet man auf die Einschränkung ‖∆w‖L2 ≤ 1 erhält man:

Lemma 3.3. Sei (M4,g) eine kompakte, geschlossene Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine Kon-
stante c0 = c0 (g), so dass für alle w ∈ H2 (M4) gilt:

log−
∫

M4

e4(w−w̄) ≤ logc0 +
1

8π2 ‖∆w‖2
L2 . (3.6)

Beweis. Mit der Young’schen Ungleichung ab≤ a2

2 + b2

2 erhält man

4‖∆w‖2
L2︸ ︷︷ ︸

a

·(w− w̄)π
264︸ ︷︷ ︸

b

≤ 8‖∆w‖4
L2 +

642

2
(w− w̄)2

π
4.

Daraus folgt

4(w− w̄)≤ 1
8π2 ‖∆w‖2

L2 +32π
2 (w− w̄)2

‖∆w‖2
L2

.

Und schließlich

−
∫

M4

e4(w−w̄) ≤−
∫

M4

e
1

8π2 ‖∆w‖2
L2 e

1
‖∆w‖2

L2
32π2(w−w̄)2

.

Sei u := w−w̄
‖∆w‖L2

, also ‖∆u‖L2 ≤ 1. Somit erfüllt u die Vorraussetzungen von Satz 3.2 mit ū = 0.
Daraus folgt

−
∫

M4

e4(w−w̄) ≤ e
1

8π2 ‖∆w‖2
L2 c0 ·vol(M4) ,

und
log−
∫

M4

e4(w−w̄) ≤ log(c0 ·vol(M4))+
1

8π2 ‖∆w‖2
L2 .

ut
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Mit dieser Ungleichung lässt sich nun ein für spätere Anwendungen wichtiges Hilfsmittel beweisen:

Lemma 3.4. Sei
∫

M4
|∆w|2 ≤ c,

∫
M4
|∆wi|2 ≤ c mit

∫
M4

wi = 0 für alle i∈N. Falls wi ⇀ w in H2(M4)

für i→ ∞, dann gilt für alle f ∈ L∞(M4) und alle p ∈ R:∫
M4

f epwi →
∫

M4

f epw, i→ ∞. (3.7)

Beweis. Mit der Ungleichung
|ex−1| ≤ |x|e|x| (∗)

folgt: ∫
M4

|epwi− epw| =
∫

M4

epw
∣∣∣ep(wi−w)−1

∣∣∣
(∗)
≤

∫
M4

epw p |wi−w|ep|wi−w|

Hölder Ugl.
≤ c

(∫
M4

e4pw
) 1

4

︸ ︷︷ ︸
beschränkt (Lemma 3.3)

(∫
M4

|wi−w|2
) 1

2

︸ ︷︷ ︸
→0, Satz 2.11

(∫
M4

e4p|wi−w|
) 1

4

︸ ︷︷ ︸
=:I

.

Das letzte Integral I ist beschränkt: Die Funktion (wi−w) liegt in H2, wobei auf Grund der schwa-
chen Konvergenz von wi gegen w gilt:

∫
M4

(wi−w) = 0, i→ ∞.
Weiterhin gilt für alle i:(∫

M4

|∆ (wi−w)|2
) 1

2

≤
(∫

M4

(|∆wi|+ |∆w|)2
) 1

2

Minkowski-Ugl.
≤

(∫
M4

|∆wi|2
) 1

2

+

(∫
M4

|∆w|2
) 1

2

≤ 2
√

c.

Da der Beweis zu Lemma 3.3 analog mit |.| statt (.) funktioniert, folgt mit Lemma 3.3 für |wi−w|:
I ist beschränkt. Insgesamt folgt:

∫
M4
|epwi− epw| → 0 und damit die Behauptung. ut

Wie sich herausgestellt hat, spielen diese Ungleichungen eine entscheidene Rolle, um das Pro-
blem vorgeschriebener Krümmungen auf Sphären zu bearbeiten. Speziell in dieser Arbeit ist die
Q-Krümmung auf der Sphäre S4 von Interesse. Auf der S4 wird die Ungleichung (3.6) wegen
vol4

(
S4
)
= (8π2)/3 daher zu:

log−
∫
S4

e4w ≤ logc0 +
1
3
−
∫
S4
(∆w)2 +4−

∫
S4

w. (3.8)
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Beckner konnte mit seiner Arbeit [5] dieses Resultat noch weiter verbessern: Für alle w ∈ H2
(
S4
)

gilt:

log−
∫
S4

e4w ≤ 1
3
−
∫
S4
(P4w)w+4−

∫
S4

w. (3.9)

Ein alternativer Beweis für diese, nach Beckner benannte Ungleichung wird in [13] von Chang und
Yang geführt. Da der Paneitz-Operator nach Gleichung (2.24) auf der Sphäre S4 gleich ∆ 2−2∆ ist,
folgt nach partieller Integration:

log−
∫
S4

e4w ≤ 1
3
−
∫
S4
(∆w)2 +

2
3
−
∫
S4
|∇w|2 +4−

∫
S4

w. (3.10)

Bezieht man die L2-Norm für die Funktion w− w̄ mit ein, erhält man als Folgerung aus der Unglei-
chung (3.8) folgende von Brendle [10, Proposition 3] bewiesene Ungleichung:

log−
∫
S4

e4w ≤ 1
3
−
∫
S4
(∆w)2 +

2
3
−
∫
S4
|∇w|2−4−

∫
S4
(w− w̄)2 +4−

∫
S4

w+C. (3.11)

Der Beweis wird in Abschnitt 3.3.1 dargestellt. Definiert seien nun folgende Mengen:

Definition 3.5. Seien (x1, . . . ,x5) die Koordinaten des R5, in den die Sphäre S4 eingebettet ist.

S :=
{

w ∈ H2(S4) |−∫
S4

e4wx j = 0, j = 1 . . .5
}
,

S0 :=
{

w ∈S |−
∫
S4

e4w = 1
}
.

Für Funktionen w ∈S , d.h. zum Beispiel unter Symmetrieannahmen wie w(−x) = w(x), können
die Konstanten in den Ungleichungen verbessert werden:
Zurückgehend auf eine Ungleichung von Aubin [2] auf der Sphäre S2 konnten Branson, Chang und
Yang in [8] eine analoge Ungleichung in der Klasse S auf der Sphäre S4 beweisen und den Faktor
vor −

∫
S4 (∆w)2 verringern:

Sei ε > 0. Dann existieren Konstanten C1 (ε) und C2 (ε), so dass für alle w ∈S gilt:

log−
∫
S4

e4w ≤C1 (ε)+

(
1
6
+ ε

)
−
∫
S4
(∆w)2 +C2 (ε)−

∫
S4
|∇w|2 +4−

∫
S4

w. (3.12)

Als Folgerung aus den Ungleichungen (3.11) und (3.12) bewies Brendle [10, Proposition 5] für
reelle Konstanten η und C: Für alle w ∈S gilt

log−
∫
S4

e4w ≤
(

1
3
−η

)
−
∫
S4
(∆w)2 +

2
3
−
∫
S4
|∇w|2 +−

∫
S4

w+C.

Für die Lösung des Problems der vorgeschriebenen Q-Krümmung auf der Sphäre S4 wird auf di-
rekte Methoden der Variationsrechnung zurückgegriffen. Das heißt, es wird unerlässlich sein, Kom-
paktheit, beziehungsweise eine beschränkte Folge in H2

(
S4
)
, zu finden. Wie sich herausstellt, wird

dies mit den bisherigen Ungleichungen nicht erreicht, mit der folgenden, verbesserten Beckner-
Ungleichung ist dies jedoch möglich. Der Beweis der Ungleichung geht auf eine Arbeit von Wei
und Xu [34] zurück und wird nach einigen Vorbetrachtungen über den Paneitz-Operator in Ab-
schnitt 3.3 dargestellt.
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Satz 3.6 (Verbesserte Beckner-Ungleichung). Es existiert eine Konstante a < 1, so dass für alle
w ∈S gilt:

log−
∫
S4

e4w ≤ 1
3

(
a−
∫
S4
(P4w)w+12−

∫
S4

w
)
. (3.13)

3.2 Eigenwerte und Eigenfunktionen des Paneitz-Operators P4

Zur Erinnerung: der Paneitz-Operator P4 auf der Sphäre S4 wird für hinreichend glatte Funktionen
w durch (2.24) als

P4w =−∆ (−∆ +2)w

gegeben. Im Folgenden ist es wichtig, die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Paneitz-Operators
auf der Sphäre S4 zu kennen. Dabei liegt die Vermutung nahe, dass diese eng mit den Eigenwerten
und Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami-Operators ∆ auf S4 verknüpft sind, wie später gezeigt
wird. Zuerst einmal eine variationelle Charakterisierung der Eigenwerte von P4:

Satz 3.7. Sei P4 der Paneitz-Operator auf der Sphäre S4. Dann gilt:

1. Der Kern von P4 sind die konstanten Funktionen und
∫
S4 (P4v)v ist nichtnegativ für alle v ∈

H2
(
S4
)
.

2. Der Paneitz-Operator besitzt einen kleinsten, positiven Eigenwert λ1 mit zugehöriger Eigenfunk-
tion w1 als Lösung des Eigenwertproblems in folgendem schwachen Sinne: für w1 ∈ Ĥ2

(
S4
)
\{0}

gilt für alle ϕ ∈ H2
(
S4
) ∫

S4
(P4w1)ϕ = λ1

∫
S4

w1ϕ. (3.14)

Die Eigenfunktion kann in L2
(
S4
)

normiert gewählt werden: ‖w1‖L2 = 1 und λ1 ergibt sich als
Lösung des Variationsproblems

λ1 = min
v∈Ĥ2\{0}

∫
S4 (P4v)v∫
S4 |v|2

=
∫
S4
(P4w1)w1. (3.15)

Beweis. 1. Sei P4v = 0. Dann folgt

0 =
∫
S4
(P4v)v

part. Int.
=

∫
S4
(∆v)2 +2

∫
S4
|∇v|2

und somit v = konst.. Insbesondere gilt für alle v ∈ H2
(
S4
)
:∫

S4
(P4v)v≥ 0.

2. Zur Positivität von λ1: Sei die Norm ‖.‖Ĥ2 mit α = 1 und β = 2 gewählt.

λ1 = min
v∈Ĥ2\{0}

∫
S4 (P4v)v

‖v‖2
L2

part. Int.
= min

v∈Ĥ2\{0}

‖v‖2
Ĥ2

‖v‖2
L2

Lemma 2.16
≥ min

v∈Ĥ2\{0}

c‖v‖2
Ĥ2

‖v‖2
Ĥ2

= c > 0. (3.16)

Dann existiert eine Minimalfolge (vk) in Ĥ2
(
S4
)

mit ‖vk‖L2 = 1 für alle k und ‖vk‖2
Ĥ2 → λ1 für

k→ ∞. Sei k großgenug, so dass ‖vk‖2
Ĥ2− ε ≤ λ1 für ein ε > 0. Somit
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λ1 + ε ≥ ‖vk‖2
Ĥ2

Lemma 2.16
≥ c‖vk‖2

H2 .

Damit ist die Folge (vk) beschränkt in H2
(
S4
)
. Nach Auswahl einer Teilfolge (vk) existiert dann

eine Funktion w1 ∈ H2
(
S4
)

mit vk ⇀ w1 in H2
(
S4
)

für k→ ∞. Die Funktion w1 liegt mit Hilfe der
schwachen Konvergenz in Ĥ2

(
S4
)
: 0 =

∫
S4 vk →

∫
S4 v für k→ ∞ und nach Anwendung des Satzes

von Rellich-Kondrachov 2.11 folgt die starke Konvergenz von vk gegen w1 in L2. Mit der Stetigkeit
der L2-Norm und der schwachunterhalbstetigen Ĥ2-Norm sieht man:

1 = lim
k→∞

‖vk‖L2 = ‖w1‖L2

und
λ1 = liminf

k→∞

‖vk‖2
Ĥ2 ≥ ‖w1‖2

Ĥ2 .

Außerdem gilt ‖w1‖2
Ĥ2 ≥ λ1, also ‖w1‖2

Ĥ2 = λ1, d.h. die Variationsaufgabe ist gelöst.
Zu zeigen bleibt: w1 löst das Eigenwertproblem (3.14). Sei also ϕ ∈ Ĥ2 beliebig und t ∈ R nahe 0.

λ1 ≤
‖w1 + tϕ‖2

Ĥ2

‖w1 + tϕ‖2
L2︸ ︷︷ ︸

6=0

=
‖w1‖2

Ĥ2 +2t 〈w1,ϕ〉Ĥ2 + t2 ‖ϕ‖2
Ĥ2

‖w1‖2
L2 +2t 〈w1,ϕ〉L2 + t2 ‖ϕ‖2

L2

=
λ1 +2t 〈w1,ϕ〉Ĥ2 + t2 ‖ϕ‖2

Ĥ2

1+2t 〈w1,ϕ〉L2 + t2 ‖ϕ‖2
L2︸ ︷︷ ︸

>0, t nahe 0

.

Also
λ1t2 ‖ϕ‖2

L2 +2tλ1 〈w1,ϕ〉L2 ≤ 2t 〈w1,ϕ〉Ĥ2 + t2 ‖ϕ‖2
Ĥ2 .

Division durch t > 0 und t→ 0 liefert

2λ1 〈w1,ϕ〉L2 ≤ 2〈w1,ϕ〉Ĥ2 .

Division durch t < 0 und t→ 0 liefert

2λ1 〈w1,ϕ〉L2 ≥ 2〈w1,ϕ〉Ĥ2 .

Insgesamt folgt für alle ϕ ∈ Ĥ2:

λ1 〈w1,ϕ〉L2 = 〈w1,ϕ〉Ĥ2 . (3.17)

Gleichung (3.17) gilt außerdem für alle ϕ ∈H2: Sei dazu ϕ ∈H2 beliebig. Damit gilt: (ϕ−
∫
S4 ϕ)∈

Ĥ2 und weiter
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λ1 〈w1,ϕ〉L2 = λ1

∫
S4

w1ϕ−λ1

∫
S4

ϕ

∫
S4

w1︸ ︷︷ ︸
=0, w1∈Ĥ2

= λ1

〈
w1,ϕ−

∫
S4

ϕ

〉
L2

(3.17)
=

〈
w1,ϕ−

∫
S4

ϕ

〉
Ĥ2

=
∫
S4

∆w1∆

(
ϕ−

∫
S4

ϕ

)
+2

∫
S4

∇w1∇

(
ϕ−

∫
S4

ϕ

)
= 〈w1,ϕ〉Ĥ2 .

ut

Satz 3.8. Der Paneitz-Operator P4 besitzt ein vollständiges Orthonormalsystem (wk)k∈N in L2 von
Eigenfunktionen wk ∈ Ĥ2

(
S4
)

mit zugehörigen Eigenwerten λk in folgendem schwachen Sinne: Für
wk ∈ Ĥ2

(
S4
)
\{0} und für alle ϕ ∈ H2

(
S4
)
:∫

S4
(P4wk)ϕ = λk

∫
S4

wkϕ. (3.18)

Für die Eigenwerte gilt:
λk+1 ≥ λk > 0 und lim

k→∞

λk = ∞. (3.19)

Beweis. Der erste Eigenwert λ1 sowie die erste Eigenfunktion w1 ergeben sich aus Satz 3.7, Aus-
sage 2. Sei H1 := span{w1} ⊂ Ĥ2

(
S4
)

der von w1 aufgespannte und abgeschlossene Teilraum in
Ĥ2
(
S4
)

und H ⊥
1 das zugehörige orthogonale Komplement in Ĥ2

(
S4
)
. w2 erhält man als Lösung

des folgenden Variationsproblems auf H ⊥
1 .

λ2 := min
v∈H ⊥

1 \{0}

∫
S4 (P4v)v∫
S4 |v|2

=
∫
S4
(P4w2)w2 mit ‖w2‖L2 = 1.

Ganz analog zu Satz 3.7 wählt man eine Minimalfolge (vk) ∈H ⊥
1 : ‖vk‖L2 = 1 und ‖vk‖2

Ĥ2 → λ2,
k→ ∞. Nach Auswahl einer Teilfolge gilt für k→ ∞ : vk ⇀ w2 in H2

(
S4
)
. Da

∫
S4 vk = 0 für alle k

folgt w2 ∈ Ĥ2
(
S4
)

und w2 ∈H ⊥
1 : 0 = 〈vk,w1〉Ĥ2 → 〈w2,w1〉Ĥ2 , k→ ∞. Mit dem Satz von Rellich-

Kondrachov folgt die starke Konvergenz in L2 und somit wie in Satz 3.7:

‖w2‖2
Ĥ2 = λ2 und ‖w2‖L2 = 1,

d.h. w2 ∈H ⊥
1 ist optimales Element. Analog gilt weiter die Euler-Lagrange-Gleichung: Für alle

ϕ ∈H ⊥
1 :

〈w2,ϕ〉Ĥ2 = λ2 〈w2,ϕ〉L2 . (3.20)

Außerdem gilt:
0 = 〈w2,w1〉Ĥ2 = λ1︸︷︷︸

>0

〈w2,w1〉L2 ,
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und damit nicht nur die Orthogonalität von w2 zu w1 in Ĥ2
(
S4
)

sondern auch in L2 sowie in H2:

〈w2,w1〉H2 = 〈w2,w1〉Ĥ2︸ ︷︷ ︸
=0

+〈w2,w1〉L2︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Mit dem Projektionssatz lassen sich die Testfunktionen ϕ ∈ Ĥ2
(
S4
)

zerlegen: ϕ = ϕ2 +αw1 mit
ϕ2 ∈H ⊥

1 , α ∈ R. Somit

〈w2,ϕ〉Ĥ2 = 〈w2,ϕ2〉Ĥ2 +α

=0︷ ︸︸ ︷
〈w2,w1〉Ĥ2

(3.20)
= λ2 〈w2,ϕ2〉L2 +λ2α 〈w2,w1〉L2︸ ︷︷ ︸

=0

= λ2 〈w2,ϕ〉L2 .

Für beliebige ϕ ∈H2 und der Verschiebung (ϕ−
∫
S4 ϕ) ∈ Ĥ2 folgt die Relation wieder für alle ϕ ∈

H2. Das heißt w2 ist in der Tat Eigenfunktion zum Eigenwert λ2. Da H ⊥
1 ⊂ Ĥ2

(
S4
)

folgt λ2 ≥ λ1.
Für den nächsten Eigenwert wird nun über das orthogonale Komplement von H2 := span{w1,w2}
minimiert:

λ3 = min
v∈H ⊥

2 \{0}

∫
S4 (P4v)v∫
S4 |v|2

=
∫
S4
(P4w3)w3 mit ‖w3‖L2 = 1,

w3 ∈ Ĥ2
(
S4
)

geeignet.
Durch dieses Verfahren erhält man induktiv die Eigenfunktionen wk ∈ Ĥ2

(
S4
)

mit ‖wk‖L2 = 1 und
für k 6= `: wk⊥w` in H2

(
S4
)

und L2. Für die Eigenwerte gilt mit Hk := span{w1, . . . ,wk} und H ⊥
k

in Ĥ2
(
S4
)
:

λk+1 = min
v∈H ⊥

k \{0}

∫
S4 (P4v)v∫
S4 |v|2

, λk+1 ≥ λk.

Weiter beweist man limk→∞ λk = ∞ mit der Widerspruchsannahme: Es existiert ein C > 0, so dass
für unendlich viele k gilt: λk ≤C. Für diese Teilfolge (λk) gilt:

C ≥ 〈wk,wk〉H2 = 〈wk,wk〉Ĥ2 + 〈wk,wk〉L2 = λk 〈wk,wk〉L2︸ ︷︷ ︸
=1

+〈wk,wk〉L2︸ ︷︷ ︸
=1

= λk +1 > 0.

Damit folgt

‖wk‖2
H2 ≤C und

{
1√

1+λk
wk

}
ist Orthogonalsystem in H2.

Mit der Besselschen Ungleichung in H2 für alle ϕ ∈ H2

‖ϕ‖2
H2 ≥

∞

∑
k=1

〈
ϕ,
(√

1+λk

)−1
wk

〉
H2

folgt:

0 = lim
k→∞

〈
ϕ,
(√

1+λk

)−1
wk

〉
H2

= lim
k→∞

1√
1+λk︸ ︷︷ ︸
≥ 1√

1+C

〈ϕ,wk〉H2 .
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Somit gilt
lim
k→∞

〈ϕ,wk〉H2 = 0,

und weiter
wk ⇀ 0, k→ ∞, in H2.

Mit ‖wk‖2
H2 ≤C und dem Satz von Rellich-Kondrachov folgt: wk→ 0 in L2. Da dies ein Widerspruch

zu ‖wk‖L2 = 1 ist, folgt limk→∞ λk = ∞. Bleibt die Vollständigkeit des Systems in L2 zu beweisen.
Schritt 1: Sei ϕ ∈ Ĥ2. Dann gilt für k beliebig in Ĥ2:

ϕ = ϕk +ϕ
⊥
k , mit ϕk ∈Hk = span{w1, . . . ,wk} und ϕ

⊥
k ∈H ⊥

k ⊂ Ĥ2.

Mit
(

1√
λ j

w j

)
j=1,...,k

als Orthonormalbasis von Hk gilt:

ϕk =
k

∑
j=1

〈
ϕ,

(√
λ j

)−1

w j

〉
Ĥ2

(√
λ j

)−1

w j =
k

∑
j=1

(λ j)
−1

λ j
〈
ϕ,w j

〉
L2 w j

=
k

∑
j=1

〈
ϕ,w j

〉
L2 w j.

Dies bedeutet, dass ϕk auch in L2 die k-te Fourier-Partialsumme von ϕ ist. In Ĥ2 gilt dann:

‖ϕ‖2
Ĥ2 = ‖ϕk‖2

Ĥ2 +
∥∥∥ϕ
⊥
k

∥∥∥2

Ĥ2
≥
∥∥∥ϕ
⊥
k

∥∥∥2

Ĥ2
≥ λk+1

∥∥∥ϕ
⊥
k

∥∥∥2

L2
.

Es folgt
1

λk+1
‖ϕ‖2

Ĥ2 ≥ ‖ϕ−ϕk‖2
L2 → 0 für k→ ∞ , da lim

k→∞

λk = ∞.

Das heißt: ϕk→ ϕ in L2 und somit gilt für alle ϕ ∈ Ĥ2 in L2:

ϕ =
∞

∑
k=1
〈ϕ,wk〉L2 wk. (3.21)

Schritt 2:

Behauptung. Der Hilbertraum lässt sich in die direkte Summe der zueinander orthogonalen abge-
schlossenen Unterräume Ĥ2 und kerP4 = span{1} zerlegen, d.h. für alle ϕ ∈ H2 gilt:

ϕ =Ψ +α, Ψ ∈ Ĥ2, α ∈ kerP4

Beweis dazu: Lemma 2.16 zeigt die Eigenschaften von Ĥ2 und kerP4 ist als Kern des Paneitz-
Operators ein abgeschlossener Unterraum von H2. Zur Orthogonalität: Sei Ψ ∈ Ĥ2 und α ∈ kerP4:

〈Ψ ,α〉H2 =

〈
∆Ψ , ∆α︸︷︷︸

=0

〉
L2

+2

〈
∇Ψ , ∇α︸︷︷︸

=0

〉
L2

+ 〈Ψ ,α〉L2 = α

∫
S4

Ψ︸ ︷︷ ︸
=0, Ψ∈Ĥ2

= 0.

Zur direkten Summe: Man betrachtet die Projektion π : H2→ Ĥ2,ϕ 7→ ϕ−−
∫
S4 ϕ . Es gilt:

• Für alle α ∈ kerP4: π (α) = α−−
∫
S4 α = 0.
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• Für alle Ψ ∈ Ĥ2: π (Ψ) =Ψ −−
∫
S4

Ψ︸ ︷︷ ︸
=0

=Ψ .

• Für alle ϕ ∈ H2: −
∫
S4 π (ϕ) = −

∫
S4 ϕ−−

∫
S4 ϕ = 0, also π (ϕ) ∈ Ĥ2.

• Für alle ϕ ∈ H2: ϕ−π (ϕ) = −
∫
S4 ϕ ∈ kerP4.

Somit besitzt ϕ die Zerlegung ϕ = ϕ−π (ϕ)︸ ︷︷ ︸
∈kerP4

+π (ϕ)︸ ︷︷ ︸
∈Ĥ2

. Diese ist nach dem Projektionssatz eindeutig,

daraus folgt die Behauptung.
Schritt 3: Sei ϕ ∈ H2 beliebig. Dann gilt für Ψ ∈ Ĥ2 und α ∈ kerP4:

ϕ =Ψ +α
(3.21)
=

∞

∑
k=1
〈Ψ ,wk〉L2 wk +α

=
∞

∑
k=1
〈Ψ ,wk〉L2 wk + 〈α,1〉L2 .

Die Relation gilt für alle ϕ in der dichten Teilmenge H2 von L2 und damit folgt die Vollständigkeit
des Systems auf L2. ut

Da das System der Eigenfunktionen vollständig ist, besteht das Spektrum σ (P4) des Paneitz-
Operators P4 nur aus Eigenwerten. Die expliziten Eigenwerte und Eigenfunktionen von P4 auf der
Sphäre S4 können direkt aus den entsprechenden Eigenwerten und Eigenfunktionen des Laplace-
Beltrami-Operators ∆ gewonnen werden:

Satz 3.9. Sei P4 = ∆ 2−2∆ der Paneitz-Operator auf der Sphäre S4 und λ L
i ≥ 0 die Eigenwerte aus

dem Spektrum des Laplace-Beltrami-Operators ∆ auf S4 mit zugehörigen Eigenfunktionen vi:

∆vi +λ
L
i vi = 0.

Dann gilt für das Spektrum von P4:

σ (P4) =
{(

λ
L
i
)2

+2λ
L
i , λ

L
i ∈ σ (∆)

}
.

Außerdem ist vi Eigenfunktion von P4 zum Eigenwert
(
λ L

i
)2

+2λ L
i , das heißt

P4vi =
((

λ
L
i
)2

+2λ
L
i

)
vi

genau dann, wenn vi Eigenfunktion von ∆ mit Eigenwert λ L
i ist.

Beweis. Man zeigt zunächst die einfache Richtung: Sei vi Eigenfunktion von ∆ zum Eigenwert λ L
i .

Dann folgt:
P4vi = ∆

2vi−2∆vi =
(
λ

L
i
)2

vi +2λ
L
i vi,

d.h. vi ist Eigenfunktion mit
(
λ L

i
)2

+2λ L
i als Eigenwert.

Zur Rückrichtung: Sei w Eigenfunktion von P4 mit nichtnegativem Eigenwert µ (siehe Satz 3.7),
∆ 2w−2∆w = µw, dann folgt(

∆ −1−
√

1+µ

)(
∆ −1+

√
1+µ

)
w︸ ︷︷ ︸

=:w̃

= 0.
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Angenommen w̃ = 0, daraus folgt:

∆w+
(
−1+

√
1+µ

)
w = 0.

Das heißt, w ist Eigenfunktion des Laplace-Beltrami-Operators zum Eigenwert
−1+

√
1+µ . Das heißt es existiert ein i, so dass folgt:

−1+
√

1+µ = λ
L
i und µ =

(
λ

L
i
)2

+2λ
L
i .

Falls nun w̃ 6= 0 ist, dann folgt: (
∆ −1−

√
1+µ

)
w̃ = 0,

und weiter
∆ w̃+

(
−1−

√
1+µ

)
w̃ = 0.

Also existiert ein i, so dass−1−
√

1+µ = λ L
i . Allerdings sind die Eigenwerte λ L

i stets nichtnegativ,
während −1−

√
1+µ < 0 gilt. Damit existiert ein Widerspruch, d.h. es musste schon w̃ = 0 gelten

und damit die Behauptung. ut

Wie sehen nun aber die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Laplace-Beltrami-Operator ∆ auf der
Sphäre S4 mit der Standardmetrik g0 konkret aus? Sei dafür S4 :=

{
x = (x1, . . . ,x5) ∈ R5, |x|= 1

}
wieder in den euklidischen R5 eingebettet und parametrisiert durch

x = x(u) =
(
x1
(
u1, . . . ,u4) , . . . ,x5

(
u1, . . . ,u4)) : U → S4

mit U ⊂ R4 offen. Durch die Abbildung

P(r,u) := rx
(
u1, . . . ,u4) , für r ∈ (0,∞) , u ∈U

erhält man im weiteren Sinne Polarkoordinaten in R5. Daraus folgt für die Einträge der Jacobi-
Matrix:

∂P
∂ r

= x,
∂P
∂ui = r

∂x
∂ui , i = 1, . . . ,4.

Weiter gilt: 〈
∂P
∂ r

,
∂P
∂ r

〉
= 〈x,x〉= 1,

〈
∂P
∂ui ,

∂P
∂u j

〉
= r2

〈
∂x
∂ui ,

∂x
∂u j

〉
,

2
〈

∂P
∂ui ,

∂P
∂ r

〉
= 2

〈
∂x
∂ui ,x

〉
=

∂

∂ui 〈x,x〉︸︷︷︸
=1

= 0.

Damit folgen die Einträge der Koeffizientenmatrizen der Metriken ḡ und g0 auf R5 und S4:

ḡrr (u,r) = 1, ḡri (u,r) = 0, i = 2, . . .5,

ḡi j (u,r) = r2g0,i j (u) , i, j = 2, . . . ,5,

und weiter für die Determinanten und inversen Matrizen:√
det(ḡ(u,r)) = r4

√
det(g0 (u)),

ḡi j =
1
r2 gi j

0 , i, j = 2, . . .5.
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Sei nun f (u,r) eine reellwertige Funktion und ∆R5 der Laplace-Beltrami-Operator auf R5. Dann
gilt mit Gleichung (2.10):

∆R5 f (u,r) =
1√

det(ḡ(u,r))
∂ j

(√
det(ḡ(u,r))ḡi j

∂i f (u,r)
)

=
1

r4
√

det(g0 (u))

(
∂r

(
r4
√

det(g0 (u))∂r f (u,r)
)

+∂i

(
r4
√

det(g0 (u))
gi j

0
r2 ∂ j f (u,r)

))

=
1
r4 ∂r

(
r4

∂r f (u,r)
)
+

1
r2

1√
det(g0 (u))

∂i

(√
det(g0 (u))g

i j
0 ∂ j f (u,r)

)
=

1
r4 ∂r

(
r4

∂r f (u,r)
)
+

1
r2 ∆S4 f (u,r)|S4 .

Falls f homogen vom Grade k ist, d.h. es gilt f (u,r) = rkh(u) für eine Funktion h, dann folgt:

∆R5 f (u,r) = ∆R5rkh(u) = rk−2 (k (4+ k−1)h(u)+∆S4h(u)) .

Das heißt: f ist harmonisch genau dann, wenn h eine Eigenfunktion auf S4 zum Eigenwert
k (4+ k−1) = k (3+ k) ist. Wie sich herausstellt [6, S. 159 f] bilden die auf die Sphäre einge-
schränkten, harmonischen und homogenen Polynome vom Grade k die Eigenräume zu den Eigen-
werten λ L

k = k (3+ k) , k∈N0. Die Vielfachheit der Eigenwerte λ L
k , beziehungsweise die Dimension

der Eigenräume, beträgt:
(2+ k)!

6 · k!
(3+2k) . (3.22)

Mit Satz 3.9 ergeben sich somit die Eigenwerte des Paneitz-Operators P4 auf S4:

λk = k4 +6k3 +11k2 +6k = (k+3)(k+2)(k+1)k. (3.23)

Als Spezialfall k = 1 zeigt man:

Lemma 3.10. Eine L2
(
S4
)
-orthogonale Basis des Eigenraumes des Paneitz-Operators zum Eigen-

wert λ1 = 24 sind die Einschränkungen der 5 Koordinatenfunktionen xi, i = 1, . . . ,5 des R5 auf S4.

Beweis. Die Koordinatenfunktionen xi sind homogene, harmonische Polynome vom Grade 1, d.h.,
deren Einschränkungen auf die Sphäre liegen im Eigenraum zum Eigenwert λ L

1 = 4 des Laplace-
Beltrami-Operators und, wie oben gezeigt, auch im Eigenraum zu λ1 = 24 von P4. Da nach Glei-
chung (3.22) die Dimension des Eigenraumes 5 beträgt, reicht es, die Orthogonalität und damit auch
die lineare Unabhängigkeit der Koordinatenfunktionen zu zeigen. Sei i 6= j:∫

S4
xix j dvg0 =

∫ ∫ √1−∑l 6=i x2
l

−
√

1−∑l 6=i x2
l

xix j dxidx1 . . . ˆdxi︸︷︷︸
weggelassen

. . .dx5

=
∫

x j

[
1
2

x2
i

]√1−∑l 6=i x2
l

−
√

1−∑l 6=i x2
l︸ ︷︷ ︸

=0

dx1 . . . ˆdxi . . .dx5

= 0.
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ut

Mit Hilfe der Eigenfunktionen xi lässt sich eine notwendige Bedingung an eine Funktion Q ∈
C∞
(
S4
)

stellen, die Q-Krümmung der Sphäre S4 zu sein: die Kazdan-Warner-Bedingung.

Satz 3.11 (Kazdan-Warner). Sei w ∈C∞
(
S4
)

und erfülle die Differentialgleichung

P4w+6 = Qe4w auf S4 (3.24)

mit Q ∈C∞
(
S4
)
. Für j = 1, . . . ,5 seien x j die Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami-Operators mit

∆x j +4x j = 0.

Dann gilt für alle j = 1, . . . ,5

−
∫
S4

〈
∇Q,∇x j

〉
e4w = 0. (3.25)

Der Satz wurde von Kazdan und Warner in [22] neben analogen Bedingungen für zweidimensionale
kompakte Mannigfaltigkeiten auf der zweidimensionalen Sphäre S2 bewiesen und von Wei und Xu
in [34] auf die S4 verallgemeinert.

3.3 Beweis der verbesserten Beckner-Ungleichung

In diesem Abschnitt soll nun die Verbesserung der Beckner-Ungleichung bewiesen werden: Es exis-
tiert eine Konstante a < 1, so dass für alle w ∈S gilt:

log−
∫
S4

e4w ≤ 1
3

(
a−
∫
S4
(P4w)w+12−

∫
S4

w
)
. (3.26)

Der Beweis gliedert sich in die Teile A und B. In Teil A werden kritische Punkte des Funktionals

Ja [w] := log−
∫
S4

e4w− 1
3

(
a−
∫
S4
(P4w)w+12−

∫
S4

w
)

für a < 1 gesucht. Diese werden in Teil B benötigt um die Verbesserung der Beckner-Ungleichung
letztendlich zu beweisen.

3.3.1 Teil A

Benötigt werden die beiden folgenden Regularitätsresultate, wobei das Erste auf Chang, Yang und
Gursky [11, Main Theorem] zurückgeht und das Zweite in dem Skript von Robert [31, Theorem
1.7] zu finden ist.
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Satz 3.12. Sei M4 eine kompakte vierdimensionale Mannigfaltigkeit. Das Funktional G : H2(M4)→
R sei definiert durch:

G [w] :=
∫

M4

(
(∆w)2 +

(
α∆w+β |∇w|2

)2
)
+
∫

M4

(Ai j (∇iw,∇ jw)+E (w− w̄))

wobei α,β ∈R, E : R→R und A ein symmetrischer 2-Tensor ist. Falls w∈H2(M4) das Funktional
G minimiert und G die Bedingungen

1. |E (x)| ≤ a1ea2|x|,
2.
∣∣Ai jviv j

∣∣≤ a3 |v|2,
3. |E ′ (x)| ≤ a1ea2|x|,

mit a1,a2,a3 konstant erfüllt, dann folgt:

w ∈C∞(M4) .

Satz 3.13. Sei (Mn,g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei A ein glatter symmetrischer
2-Tensor auf Mn und a ∈C∞ (Mn). Sei f ∈W k,p (Mn) und u ∈ H2 (Mn) erfüllt∫

Mn

∆u∆ϕ +Ai j (∇iu,∇ jϕ)+auϕ =
∫

Mn

f ϕ

für alle ϕ ∈C∞ (Mn). Dann ist u ∈W 4+k,p (Mn) und es gilt die Abschätzung:

‖u‖W 4+k,p ≤C (‖ f‖W k,p +‖u‖Lp) . (3.27)

An dieser Stelle soll nun die Ungleichung von Brendle (3.11) bewiesen werden:

Proposition 3.14. Sei w ∈ H2
(
S4
)
. Dann gilt:

log−
∫
S4

e4w ≤ 1
3
−
∫
S4
(∆w)2 +

2
3
−
∫
S4
|∇w|2−4−

∫
S4
(w− w̄)2 +4−

∫
S4

w+C.

Beweis. Schritt 1: Sei w ∈C∞
(
S4
)
. Dann existiert eine eindeutige Funktion v, die die partielle Dif-

ferentialgleichung
∆

2v−2∆v = 24(w− w̄) (3.28)

mit
−
∫
S4

v = 0 (3.29)

erfüllt. Der Beweis erfolgt über direkte Variationsmethoden. Dazu betrachtet man das Funktional

F [v] :=
1
2
−
∫
S4
(∆v)2 +−

∫
S4
|∇v|2−24−

∫
S4
(w− w̄)v.

Behauptung. F ist koerzitiv.
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Beweis dazu: Sei v ∈ Ĥ2.

F [v]
Hölder Ugl.
≥ 1

2
−
∫
S4
(∆v)2 +−

∫
S4
|∇v|2−24

(
−
∫
S4
(w− w̄)2

) 1
2
(
−
∫
S4

v2
) 1

2

(2.28)
≥ 1

2
−
∫
S4
(∆v)2 +−

∫
S4
|∇v|2−24c

(
−
∫
S4
(w− w̄)2

) 1
2
(
−
∫
S4
|∇v|2

) 1
2

Young Ugl.
≥ 1

2
‖v‖2

Ĥ2− c−
∫
S4
(w− w̄)2 .

Sei (vk) eine Minimalfolge in Ĥ2, d.h. limk→∞ F [vk] = minv∈H2 F [v] =: α . Sei k so groß, dass
F [vk] = α + ε . Dann folgt

α + ε = F [vk]
F koerzitiv
≥ 1

2
‖vk‖2

H2−24−
∫
S4
(w− w̄)2 .

Also ist die Folge (vk) beschränkt in Ĥ2 und mit der Poincaré Ungleichung auch in H2. Nach
Auswahl einer Teilfolge existiert ein v∈H2, so dass vk ⇀ v in H2. Der Satz von Rellich-Kondrachov
zeigt vk → v in L2 und die schwache Konvergenz in H2 liefert 0 = −

∫
S4 vk → −

∫
S4 v, also v ∈ Ĥ2. Da

die Norm ‖.‖2
Ĥ2 schwach folgenunterhalbstetig ist, folgt:

α = lim
k→∞

F [vk] = lim
k→∞

(
1
2
−
∫
S4
(∆vk)

2 +−
∫
S4
|∇vk|2

)
−24 lim

k→∞

−
∫
S4
(w− w̄)vk︸ ︷︷ ︸

=−
∫
S4 (w−w̄)v, L2–Konvergenz

≥1
2
−
∫
S4
(∆v)2 +−

∫
S4
|∇v|2−24−

∫
S4
(w− w̄)v

=F [v]≥ α.

Und schließlich gilt
F [v] = α.

Zur Euler-Lagrange-Gleichung. Sei ϕ ∈ Ĥ2
(
S4
)
.

0 =
d
dt

F [v+ tϕ]
∣∣∣∣
t=0

(∗)
=

(
−
∫
S4

∆ (v+ tϕ)∆ϕ︸ ︷︷ ︸
|.|≤|∆v||∆ϕ|+|∆ϕ|2

+2−
∫
S4

∇(v+ tϕ)∇ϕ︸ ︷︷ ︸
|.|≤|∇v||∇ϕ|+|∇ϕ|2

−24−
∫
S4
(w− w̄)ϕ

)∣∣∣∣
t=0

=−
∫
S4

∆v∆ϕ +2−
∫
S4

∇v∇ϕ−24−
∫
S4
(w− w̄)ϕ

Vertauschen von Differentiation und Integration in (∗) ist möglich mit Hilfe des Satzes über pa-
rameterabhängige Lebesgue-Integrale und für t nahe Null mit der Hölder-Ungleichung mit v,ϕ ∈
Ĥ2
(
S4
)
. Für ϕ ≡ konst. ist die Gleichung ebenfalls erfüllt, d.h. für v und für alle ϕ ∈ H2

(
S4
)

gilt
die Gleichung

0 =−
∫
S4

∆v∆ϕ +2−
∫
S4

∇v∇ϕ−24−
∫
S4
(w− w̄)ϕ

mit
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−
∫
S4

v = 0.

Zur Regularität: Aus 24(w− w̄) ∈C∞ (Mn) folgt 24(w− w̄) ∈Hk (Mn) für alle k. Mit Satz 3.13 und
den Spezialfällen f = 24(w− w̄) , A = 2g und a≡ 0 gilt für alle k:

v ∈ Hk (Mn) .

Aus dem Satz von Rellich-Kondrachov folgt:

v ∈C∞ (Mn) .

Zur Eindeutigkeit: Sei ṽ eine weitere Lösung der partiellen Differentialgleichung (3.28) mit −
∫
S4 ṽ =

0. Dann gilt:
∆

2 (v− ṽ)−2∆ (v− ṽ) = 0.

Multiplikation der Gleichung mit (v− ṽ) und Integration über S4 mit anschließender partieller Inte-
gration liefert:

−
∫
S4
(∆ (v− ṽ))2 +2−

∫
S4
|∇(v− ṽ)|2 = 0

Also ist (v− ṽ)≡ konst. und nach Integration folgt −
∫
S4

v︸︷︷︸
=0

−−
∫
S4

ṽ︸︷︷︸
=0

= konst. und somit v≡ ṽ. Außerdem

gilt die Abschätzung
sup
x∈S4
|v(x)| ≤C‖w− w̄‖L2 (3.30)

Beweis dazu: Angenommen Ungleichung (3.30) gilt nicht. Dann existiert eine Folge (vk) ∈ H4 mit
‖vk‖L2 = 1 und

∥∥∆ 2vk−2∆vk
∥∥

L2 → 0. Nach der Ungleichung (3.27) ist die Folge (vk) gleichmäßig
beschränkt in H4 und nach Auswahl einer Teilfolge (vk) existiert ein ṽ ∈ H4, so dass vk ⇀ ṽ in
H4. Mit dem Satz von Rellich-Kondrachov folgt ‖ṽ‖L2 = 1. Mit vk ⇀ ṽ und

∥∥∆ 2vk−2∆vk
∥∥

L2 → 0
ist ṽk eine schwache Lösung von ∆ 2ṽ− 2∆ ṽ = 0. Da die Lösung eindeutig ist, folgt ṽ ≡ 0. Dies
widerspricht ‖ṽ‖L2 = 1, d.h. die Abschätzung gilt.
Schritt 2: Sei u := w− v. Dann gilt:

−
∫
S4
(∆u)2 +2−

∫
S4
|∇u|2

= −
∫
S4
(∆w)2−2−

∫
S4

∆w∆v+−
∫
S4
(∆v)2 +2−

∫
S4
〈∇(w− v) ,∇(w− v)〉

part. Int.
= −

∫
S4
(∆w)2−2−

∫
S4

w∆
2v+−

∫
S4
(∆v)2 +2−

∫
S4
|∇v|2 +2−

∫
S4
|∇w|2 +4−

∫
S4

w∆v

= −
∫
S4
(∆w)2 +−

∫
S4
(∆v)2 +2−

∫
S4
|∇v|2 +2−

∫
S4
|∇w|2−2−

∫
S4

(
∆

2v−2∆v
)

w

(3.28)
= −

∫
S4
(∆w)2 +−

∫
S4
(∆v)+2−

∫
S4
|∇v|2︸ ︷︷ ︸

=−
∫
S4 (P4v)v

+2−
∫
S4
|∇w|2−48−

∫
S4
(w− w̄)w︸ ︷︷ ︸

=−
∫
S4 (w−w̄)2

. (3.31)

Nach Satz 3.8 und Gleichung (3.23) mit k = 1 gilt für den ersten Eigenwert des Paneitz-Operators:

24 = λ1 = inf
w∈Ĥ2\{0}

−
∫
S4 (P4w)w
−
∫
S4 w2 ≤

−
∫
S4 (P4v)v
−
∫
S4 v2 . (3.32)
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Damit folgt:

−
∫
S4
(P4v)v

Hölder Ugl.
≤

(
−
∫
S4
(P4v)2

) 1
2
(
−
∫
S4

v2
) 1

2 (3.32)
≤
(
−
∫
S4
(P4v)2

) 1
2
(
−
∫
S4 (P4v)v

24

) 1
2

Es folgt

−
∫
S4
(P4v)v≤ 1

24
−
∫
S4
(P4v)2 (3.28)

= 24−
∫
S4
(w− w̄)2 .

Eingesetzt in Gleichung (3.31) liefert die Ungleichung:

−
∫
S4
(∆u)2 +2−

∫
S4
|∇u|2 ≤−

∫
S4
(∆w)2 +2−

∫
S4
|∇w|2−24−

∫
S4
(w− w̄)2 . (3.33)

Schritt 3: Mit ū = w̄− v̄︸︷︷︸
=0

= w̄ folgt:

log−
∫
S4

e4(w−w̄) w=u+v
= log−

∫
S4

e4(u−ū)e4v ≤ log−
∫
S4

e4(u−ū)+ sup
x∈S4
|v(x)|

(3.9)
≤ 1

3
−
∫
S4
(∆u)2 +

2
3
−
∫
S4
|∇u|2 + sup

x∈S4
|v(x)|

(3.33),(3.30)
≤ 1

3
−
∫
S4
(∆w)2 +

2
3
−
∫
S4
|∇w|2−8−

∫
S4
(w− w̄)2

+C
(
−
∫
S4
(w− w̄)2

) 1
2

.

Mit √
8√
8

C
(
−
∫
S4
(w− w̄)2

) 1
2 Young Ugl.
≤ 4−

∫
S4
(w− w̄)2 +

1
16

C2

folgt die behauptete Ungleichung für alle w ∈ C∞
(
S4
)

und wegen der Dichtheit von C∞
(
S4
)

in
H2
(
S4
)

auch für alle w ∈ H2
(
S4
)
. ut

Mit dieser Ungleichung lässt sich nun folgendes Resultat beweisen.

Korollar 3.15. Sei a≤ 1. Das Funktional Ja : H2
(
S4
)
→ R sei definiert durch:

Ja [w] := log−
∫
S4

e4w− 1
3

(
a−
∫
S4
(P4w)w+12−

∫
S4

w
)

sowie
αa := sup

w∈S
Ja [w] .

Dann wird für alle a nahe 1 das Supremum αa durch eine Funktion wa ∈S0 angenommen. Außer-
dem erfüllt wa folgende Eigenschaften: wa ∈C∞

(
S4
)

und es existieren Konstanten C und η , so dass
gilt:

−
∫
S4
(P4wa)wa ≤C, für 1≥ a > 1−η , (3.34)

−aP4wa +6e4wa = 6+
5

∑
j=1

(
β

a
j x j
)

e4wa , auf S4, (3.35)

mit Konstanten β a
j , j = 1,2, . . . ,5.
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Bemerkung 3.16. In der Arbeit von Wei und Xu [34] wird dieses Resultat ohne Beweis für alle a> 1
2

behauptet. Dies kann hier nicht bewiesen werden. Analoge Ungleichungen auf der Sphäre S2 legen
allerdings nahe, dass das Korollar auch für alle a > 1

2 gilt. In Kapitel 5 wird der Parameter a näher
diskutiert.

Beweis (Korollar 3.15). Schritt 1: Sei w ∈S .

Behauptung. Es existieren Konstanten C und η , so dass gilt:

log−
∫
S4

e4w ≤C+

(
1
3
−η

)
−
∫
S4
(∆w)2 +

(
2
3
−η

)
−
∫
S4
|∇w|2 +4−

∫
S4

w. (3.36)

Beweis dazu: Sei C2 (ε) die Konstante aus Ungleichung (3.12). Dann folgt:

C2 (ε)−
∫
S4
|∇w|2 =

(
2
3
− ε1

)
−
∫
S4
|∇w|2 +

(
C2 (ε)−

2
3
+ ε1

)
−
∫
S4
|∇w|2

part. Int.
≤

(
2
3
− ε1

)
−
∫
S4
|∇w|2 +

(
C2 (ε)−

2
3
+ ε1

)
−
∫
S4

∆w(w− w̄)

Hölder Ugl.
≤

(
2
3
− ε1

)
−
∫
S4
|∇w|2

+

(
C2 (ε)−

2
3
+ ε1

)(
−
∫
S4
(∆w)2

) 1
2
(
−
∫
S4
(w− w̄)2

) 1
2

Young Ugl.
≤

(
2
3
− ε1

)
−
∫
S4
|∇w|2 + ε2−

∫
S4
(∆w)2

+C3 (ε,ε1,ε2)−
∫
S4
(w− w̄)2

mit C3 (ε,ε1,ε2) =
(C2(ε)− 2

3+ε1)
2

4ε2
. Eingesetzt in Ungleichung (3.12) folgt:

log−
∫
S4

e4w ≤C1 (ε)+

(
1
6
+ ε + ε2

)
−
∫
S4
(∆w)2 +

(
2
3
− ε1

)
−
∫
S4
|∇w|2

+C3 (ε,ε1,ε2)−
∫
S4
(w− w̄)2 +4−

∫
S4

w.

Mit ε = ε2 =
1
24 und ε1 =

1
12 gilt:

J1 [w]≤C1−
1

12
−
∫
S4
(∆w)2− 1

12
−
∫
S4
|∇w|2 +C3−

∫
S4
(w− w̄)2 .

Proposition 3.14 liefert:

J1 [w]≤−4−
∫
S4
(w− w̄)2 +C.

Mit dem gewichteten Mittelwert der beiden Ungleichungen folgt:

J1 [w]≤C−η−
∫
S4
(∆w)2−η−

∫
S4
|∇w|2 ,

und damit die Behauptung.
Schritt 2: Man zeigt für alle w ∈S :
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Ja [w] = log−
∫
S4

e4w− a
3
−
∫
S4
(∆w)2− 2a

3
−
∫
S4
|∇w|2−4−

∫
S4

w

(3.36)
≤ C+

(
1
3
−η− a

3

)
−
∫
S4
(∆w)2 +

(
2
3
−η− 2a

3

)
−
∫
S4
|∇w|2 ,

d.h. es existieren Konstanten c und η , so dass für a > 1−η gilt:

Ja [w]≤C− c‖w‖2
Ĥ2 . (3.37)

Sei nun (w`) ∈S eine maximierende Folge für Ja, das heißt:

lim
`→∞

w` = sup
w∈S

Ja [w] =: α.

Es gilt Ja [w] = Ja [w+ c]:

Ja [w+ c] = log−
∫
S4

e4(w+c)− 1
3
−
∫
S4
(∆w+ c)2− 2

3
−
∫
S4
|∇w+ c|2−4−

∫
S4
(w+ c)

= log−
∫
S4

e4(w)+4c− 1
3
−
∫
S4
(∆w)2− 2

3
−
∫
S4
|∇w|2−4−

∫
S4

w−4c−
∫
S4

1︸︷︷︸
=1

= Ja [w] ,

und mit der Verschiebung w 7→ w−−
∫
S4 w:

sup
w∈S

Ja [w] = sup
w∈S , −

∫
S4 w=0

Ja [w] = α.

Gelte nun für alle `: −
∫
S4 w` = 0 und sei ` so groß, dass Ja [w`] + δ ≥ α . Aus Ungleichung (3.37)

folgt:
c‖w`‖2

Ĥ2 ≤C− Ja [w`]≤C+δ −α (3.38)

Durch die Poincarésche Ungleichung ist die Folge (w`) auch in H2 gleichmäßig beschränkt und
mit der schwachen Folgenkompaktheit von H2 existiert nach Auswahl einer Teilfolge (w`) ein w0 ∈
H2
(
S4
)

als schwacher Grenzwert der Folge (w`):

w` ⇀ w0, für `→ ∞.

Der Satz von Rellich-Kondrachov sichert auch die starke Konvergenz von (w`) gegen w0 in L2
(
S4
)

für `→ ∞.
Außerdem gilt:

1. −
∫
S4 w0 = 0,

2. w0 ∈S .

1.: Folgt mit der schwachen Konvergenz: 0 = −
∫
S4 w`→ −

∫
S4 w0 für `→ ∞.

2.: Die schwache Folgenunterhalbstetigkeit der Norm zeigt:

‖∆w0‖2
L2 ≤ liminf

`→∞

‖∆w`‖2
L2

(3.38)
≤ konst. .

Da für alle ` gilt: −
∫
S4 w` = 0 und xi ∈ L∞

(
S4
)

für i = 1, . . . ,5, folgt aus Lemma 3.4 für alle i:
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0 =−
∫
S4

e4w`xi→−
∫
S4

e4w0xi, `→ ∞.

Man zeigt nun: α = supw∈S Ja [w] = Ja [w0]:

α = lim
`→∞

Ja [w`]

= lim
`→∞

(
log −

∫
S4

e4w`︸ ︷︷ ︸
s.o., →−

∫
S4 e4w0

)
− lim

`→∞

(
a
3
−
∫
S4
(∆w`)

2 +
2a
3
−
∫
S4
|∇w`|2︸ ︷︷ ︸

schwach folgenunterhalbstetig

+4−
∫
S4

w`︸ ︷︷ ︸
=0

)

≤ log−
∫
S4

e4w0−
(

a
3
−
∫
S4
(∆w0)

2 +
2a
3
−
∫
S4
|∇w0|2

)
=Ja [w0]≤ α.

Damit maximiert die Funktion w0 das Funktional Ja in der Menge S , d.h. unter den Nebenbedin-
gungen:

Ni : H2 (S4)→ R mit Ni [w] :=−
∫
S4

e4wxi
!
= 0, i = 1, . . . ,5.

Außerdem folgt aus Ungleichung (3.38) die Behauptung (3.34).
Schritt 3: Die Euler-Lagrange-Gleichung folgt aus dem Satz über die Lagrange-Multiplikatoren [32,
Seite 78].

Behauptung. Die ersten Variationen der Funktionale Ja und Ni existieren und sind schwach stetig
nahe w0, d.h. für ϕ → ϕ0 in H2 folgt:

lim
ϕ→ϕ0

d
dt

Ja [w0 + tϕ]
∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

Ja [w0 + tϕ0]

∣∣∣∣
t=0

,

lim
ϕ→ϕ0

d
dt

Ni [w0 + tϕ]
∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

Ni [w0 + tϕ0]

∣∣∣∣
t=0

.

Zur Existenz: Sei w,ϕ ∈ H2
(
S4
)
.

d
dt

Ja [w+ tϕ]
∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

(
log−
∫
S4

e4(w+tϕ)− a
3
−
∫
S4
(∆ (w+ tϕ))2

−2a
3
−
∫
S4
|∇(w+ tϕ)|2−4−

∫
S4

w+ tϕ
)∣∣∣∣

t=0

(∗)
=

(
4

log−
∫
S4 e4(w+tϕ)

−
∫
S4

ϕe4(w+tϕ)︸ ︷︷ ︸
|.|≤|ϕ|e4(w+tϕ)

−2a
3
−
∫
S4

∆ (w+ tϕ)∆ϕ︸ ︷︷ ︸
|.|≤|∆w||∆ϕ|+|∆ϕ|2

− 4a
3
−
∫
S4

∇(w+ tϕ)∇ϕ︸ ︷︷ ︸
|.|≤|∇w||∇ϕ|+|∇ϕ|2

−4−
∫
S4

ϕ

)∣∣∣∣∣
t=0

.

Vertauschen von Differentiation und Integration in (∗) erfolgt mit Hilfe des Satzes über param-
terabhängige Lebesgueintegrale. Für die letzten drei Integrale benutzt man für t nahe Null noch
die Hölder Ungleichung und w0,ϕ ∈ H2

(
S4
)
. Für das erste Integral benötigt man noch zusätzlich

Lemma 3.3. Daraus folgt die Existenz der ersten Variation von Ja und es gilt:
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d
dt

Ja [w+ tϕ]
∣∣∣∣
t=0

=
4

log−
∫
S4 e4w−

∫
S4

ϕe4w− 2a
3
−
∫
S4

∆w∆ϕ− 4a
3
−
∫
S4

∇w∇ϕ−4−
∫
S4

ϕ. (3.39)

Zu Ni:

d
dt

Ni [w+ tϕ]
∣∣∣∣
t=0

=
d
dt
−
∫
S4

e4(w+tϕ)xi

∣∣∣∣
t=0

= 4−
∫
S4

ϕe4(w+tϕ)xi︸ ︷︷ ︸
|.|≤|ϕ||xi|e4(w+tϕ)

∣∣∣∣∣∣∣
t=0

.

Vertauschen von Differentiation und Integration erfolgt analog mit der Hölder Ungleichung und
Lemma 3.3. Es gilt:

d
dt

Ni [w+ tϕ]
∣∣∣∣
t=0

= 4−
∫
S4

ϕe4wxi. (3.40)

Zur schwachen Stetigkeit der Funktionale nahe der Ja maximierenden Funktion w0. Gelte ϕ → ϕ0

in H2
(
S4
)
, d.h. ‖ϕ−ϕ0‖H2 → 0. Dann folgt:∣∣∣∣ d

dt
Ja [w0 + tϕ]

∣∣∣∣
t=0
− d

dt
Ja [w0 + tϕ0]

∣∣∣∣
t=0

∣∣∣∣
Hölder Ugl.
≤ 4

log−
∫
S4 e4w0

((
−
∫
S4

e8w0

) 1
2

‖ϕ−ϕ0‖L2

)
+

2a
3
(‖∆w0‖L2 ‖∆ (ϕ−ϕ0)‖L2)

+
4a
3
(‖∇w0‖L2 ‖∇(ϕ−ϕ0)‖L2)+4‖ϕ−ϕ0‖L2 → 0

und ∣∣∣∣ d
dt

Ni [w0 + tϕ]
∣∣∣∣
t=0
− d

dt
Ni [w0 + tϕ0]

∣∣∣∣
t=0

∣∣∣∣
Hölder Ugl.
≤ 4

(
−
∫
S4

e8w0x2
i

) 1
2

‖ϕ−ϕ0‖L2 → 0.

Mit der Funktion w≡ 0 ist die Menge S nichtleer und es bleibt zu zeigen, dass die Determinante

det


−
∫
S4 ϕ1e4w0x1 . . . −

∫
S4 ϕ5e4w0x1

...
...

−
∫
S4 ϕ1e4w0x5 . . . −

∫
S4 ϕ5e4w0x5


für Funktionen ϕ1, . . . ,ϕ5 ∈ H2

(
S4
)

nicht verschwindet. Mit der Wahl ϕi = xie−4w0 folgt:

i 6= j : −
∫
S4

ϕie4w0x j =−
∫
S4

xix j
Lemma 3.10

= 0

i = j : −
∫
S4

ϕie4w0xi =−
∫
S4

x2
i =

1
5
,

da
1 =−

∫
S4

1 =−
∫
S4

x2
i +∑

j 6=i
−
∫
S4

x2
j = 5−

∫
S4

x2
i .

Dabei wurde benutzt, dass die Standardmetrik auf der Sphäre g0 = 4(1+ |x|2)−2gR4 symmetrisch
bezüglich der Koordinatenfunktionen xi ist. Die Determinante ist somit ungleich Null und nach dem
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Satz über die Lagrange-Multiplikatoren existieren Konstanten β a
i ∈ R, so dass für alle ϕ ∈ H2

(
S4
)

gilt:
d
dt

Ja [w0 + tϕ]
∣∣∣∣
t=0

=
5

∑
i=1

β a
i

6
d
dt

Ni [w0 + tϕ]
∣∣∣∣
t=0

.

Sei nun wa := w0 + c. Mit der Wahl c := −1
4 log−

∫
S4 e4w0 folgt −

∫
S4 e4wa = 1, d.h. wa ∈ S0 maxi-

miert das Funktional Ja und erfüllt die Euler-Lagrange-Gleichung nach den Gleichungen (3.39)
und (3.40):

6−
∫
S4

ϕe4wa−a−
∫
S4

∆wa∆ϕ−2a−
∫
S4

∇wa∇ϕ−6−
∫
S4

ϕ =
5

∑
i=1

β
a
i −
∫
S4

ϕe4waxi.

Das heißt, wa ist schwache Lösung der partiellen Differentialgleichung

−a∆
2wa−2a∆wa +6e4wa =−aP4wa +6e4wa = 6+

5

∑
i=1

(β a
i xi)e4wa .

Schritt 4: Man zeigt nun wa ∈C∞
(
S4
)
, d.h. wa ist auch starke Lösung der Differentialgleichung.

Beweis dazu: Da wa das Funktional Ja maximiert, minimiert wa das Funktional −3
a vol

(
S4
)
· Ja,

welches ein Spezialfall des Funktionals aus Satz 3.12 mit

α = β = 0, Ai j = 2gi j

und für alle x ∈ R
E (x) =−3

a
log−
∫
S4

e4x = konst.

ist. Die Bedingungen

1. |E (x)|= konst.,
2. 2

∣∣∑i, j gi jviv j
∣∣= a3 |v|2,

3. |E ′ (x)|= 0,

sind mit a1 = konst., a2 = 0 und a3 = 2 erfüllt. Aus Satz 3.12 folgt nun wa ∈C∞
(
S4
)

und damit die
Behauptung. ut

3.3.2 Teil B

Beweis (verbesserte Beckner-Ungleichung). Sei wa die Funktion aus Korollar 3.15. Falls wa ≡ 0
mit a < 1 folgt die verbesserte Beckner-Ungleichung sofort: Für alle u ∈S gilt:

Ja [u]≤ αa = Ja [wa]
wa≡0
= Ja [0] = log−

∫
S4

e4·0︸ ︷︷ ︸
=1

−1
3

(
a−
∫
S4
(P40) ·0+12−

∫
S4

0
)
= 0

und damit (3.13). Man zeigt nun wa ≡ 0 für a hinreichend nah an 1.
Schritt 1:

Behauptung. Für die Konstanten β a
j aus Korollar 3.15 gilt: β a

j = 0, j = 1,2, . . . ,5.
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Beweis dazu: Sei

Q :=
1
a

(
6−

5

∑
k=1

β
a
k xk

)
−6
(

1
a
−1
)

e−4wa .

Dann lässt sich Gleichung (3.35) schreiben als

P4wa +6 = Qe4wa .

Damit erfüllt wa die Bedingungen von Satz 3.11 und es gilt

0 =−
∫
S4

〈
∇Q,∇x j

〉
e4wa

=− 1
a
−
∫
S4

5

∑
k=1

β
a
k
〈
∇xk,∇x j

〉
e4wa−6

(
1
a
−1
)
−
∫
S4

〈
∇e−4wa ,∇x j

〉
e4wa

=− 1
a
−
∫
S4

5

∑
k=1

β
a
k
〈
∇xk,∇x j

〉
e4wa +24

(
1
a
−1
)
−
∫
S4

〈
∇wa,∇x j

〉
. (3.41)

Für das zweite Integral auf der rechten Seite gilt:

−
∫
S4

〈
∇wa,∇x j

〉
= −−

∫
S4

wa∆x j

Eigenfkt.
= − 1

24
−
∫
S4

waP4 (∆x j)

= − 1
24
−
∫
S4

wa (−∆ (−∆ +2))(∆x j)

= − 1
24
−
∫
S4

(
wa∆

2 (∆x j)−2wa∆ (∆x j)
)

part. Int.
= − 1

24
−
∫
S4

(
∆

2wa∆x j−2∆wa∆x j
)

= − 1
24
−
∫
S4
P4 (wa)∆x j

Eigenfkt.
=

1
6
−
∫
S4
P4 (wa)x j

(3.35)
=

1
6a
−
∫
S4

(
6e4wa−6−

5

∑
`=1

(β a
` x`)e4wa

)
x j

=
1
a
−
∫
S4

e4wax j︸ ︷︷ ︸
=0, wa∈S

−1
a
−
∫
S4

x j︸ ︷︷ ︸
=0

− 1
6a
−
∫
S4

x j

5

∑
`=1

(β a
` x`)e4wa

= − 1
6a
−
∫
S4

x j

5

∑
`=1

(β a
` x`)e4wa .

Damit ergibt sich Gleichung (3.41) zu

1
a
−
∫
S4

5

∑
k=1

β
a
k
〈
∇xk,∇x j

〉
e4wa =

(
1− 1

a

)
4
a
−
∫
S4

x j

5

∑
`=1

(β a
` x`)e4wa .

Durch Multiplizieren dieser Gleichung mit β a
j und Summieren über j = 1 bis 5 ergibt sich:
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1
a
−
∫
S4

∣∣∣∣∣ 5

∑
k=1

β
a
k ∇xk

∣∣∣∣∣
2

e4wa =

(
1− 1

a

)
4
a
−
∫
S4

(
5

∑
k=1

β
a
k xk

)2

e4wa

Falls ∑
5
k=1 β a

k xk ≡ 0 ist nichts zu zeigen. Annahme: ∑
5
k=1 β a

k xk 6= 0. Dann ist für a = 1 die rechte
Seite null und für a < 1 immer negativ (man beachte: a nahe 1). In diesem Fall (a < 1) ist die linke
Seite aber immer postiv, so dass die Gleichheit nur folgen kann, falls beide Seiten verschwinden.
Das heißt, es folgt stets:

5

∑
k=1

β
a
k xk ≡ 0.

Da die Eigenfunktionen xk linear unabhängig sind, folgt für alle k: β a
k = 0. Damit ergibt sich für

a≤ 1 Gleichung (3.35) zu:
aP4wa +6 = Qe4wa . (3.42)

Schritt 2:

Behauptung. Für wa gelten folgende Abschätzungen:

1. −
∫
S4 e8(wa−−

∫
S4 wa)→ 1, für a→ 1;

2. −
∫
S4 wa→ 0, für a→ 1;

3. für alle y ∈ S4 : wa(y)→ 0, für a→ 1.

Beweis dazu: 1. Sei ε > 0 und vk := wak −−
∫
S4 wak . Dabei konvergiere die Folge (ak) gegen 1 für

k→ ∞. Für alle k gilt:

−
∫
S4

e8vk
Jensensche Ugl.
≥ e−

∫
S4 8vk = e8−

∫
S4(wak−−

∫
S4 wak) = 1.

Beweis der Konvergenz durch Widerspruch. Es gelte nach Auswahl einer Teilfolge:

−
∫
S4

e8vk ≥ 1+ ε für k→ ∞ (3.43)

Nach Korollar 3.15 gilt: Für alle η > 0 existiert ein Cη , so dass für alle ak ∈
[1

2 +η ,1
]

gilt:

Cη ≥−
∫
S4
(P4wak)wak =−

∫
S4

(
(∆wak)

2 +2 |∇wak |
2
)
=−
∫
S4

(
(∆vk)

2 +2 |∇vk|2
)
.

Mit v̄k = −
∫
S4 vk = −

∫
S4 (wak −−

∫
S4 wak) = 0 und der Poincaréschen Ungleichung (2.28) folgt: Es exis-

tiert eine Konstante Cη , so dass für alle k gilt:

‖vk‖H2 ≤Cη .

Nach Auswahl einer Teilfolge konvergiert vk schwach gegen ein v ∈ H2
(
S4
)
. Mit der schwachen

Unterhalbstetigkeit der Norm folgt die Beschränktheit von ‖∆v‖L2 und mit Lemma 3.4 für alle
c ∈R die Konvergenz von −

∫
S4 ecvk gegen −

∫
S4 ecv. Weiter mit der schwachen Unterhalbstetigkeit zeigt

man:

−
∫
S4

(
(∆v)2 +2 |∇v|2

)
≤ liminf

k→∞

−
∫
S4

(
(∆vk)

2 +2 |∇vk|2
)

≤limsup
k→∞

−
∫
S4

(
(∆vk)

2 +2 |∇vk|2
)
.
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Also
−−
∫
S4

(
(∆v)2 +2 |∇v|2

)
≥− limsup

k→∞

−
∫
S4

(
(∆vk)

2 +2 |∇vk|2
)
.

Damit:

J1 [v] = log−
∫
S4

e4v− 1
3
−
∫
S4
(P4v)v−4 −

∫
S4

v︸︷︷︸
=limk→∞ v̄k=0

= log−
∫
S4

e4v− 1
3
−
∫
S4

(
(∆v)2 +2 |∇v|2

)
≥ limsup

k→∞

(
log−
∫
S4

e4vk − 1
3
−
∫
S4

(
(∆vk)

2 +2 |∇vk|2
))

= limsup
k→∞

J1 [vk]

= limsup
k→∞

(
Jak [vk]− (1−ak)−

∫
S4

(
(∆vk)

2 +2 |∇vk|2
))

= limsup
k→∞

Jak [vk]− limsup
k→∞

(1−ak)︸ ︷︷ ︸
→ 0

−
∫
S4

(
(∆vk)

2 +2 |∇vk|2
)

︸ ︷︷ ︸
≤Cη<∞︸ ︷︷ ︸

→ 0

= limsup
k→∞

αak .

Für alle u ∈ H2
(
S4
)

gilt:
αak ≥ Jak [u] .

Speziell für u≡ 0 folgt für alle k:
αak ≥ Jak [0] = 0

und damit J1 [v]≥ 0. Andererseits gilt nach Lemma 3.4 und vk ∈S für alle k:

0 =−
∫
S4

e4vk x j→−
∫
S4

e4vx j

und damit v ∈S . Die Beckner-Ungleichung (3.9) zeigt, dass das Funktional J1 maximal Null wer-
den kann. Mit J1 [v]≥ 0 folgt J1 [v] = 0 und die Funktion v ist ein optimales Element. Nach Korollar
3.15 erfüllt v die Differentialgleichung P4v+6 = 6e4v und nach Integration folgt:

−
∫
S4

∆
2v︸ ︷︷ ︸

=0

−2−
∫
S4

∆v︸ ︷︷ ︸
=0

+6−
∫
S4

1︸︷︷︸
=1

= 6−
∫
S4

e4v,

also −
∫
S4 e4v = 1. Da J1 [v] = 0 und −

∫
S4 v = 0 folgt:

0 = J1 [v] = log−
∫
S4

e4v︸ ︷︷ ︸
=1︸ ︷︷ ︸

=0

−1
3
−
∫
S4
(P4v)v−4−

∫
S4

v︸︷︷︸
=0

.

Weiter gilt mit
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0 =−
∫
S4
(P4v)v =−

∫
S4
(∆v)2 +2−

∫
S4
|∇v|2 ,

dass v≡ konst. und mit −
∫
S4 v = 0 folgt: v≡ 0. Damit:

1 =−
∫
S4

e8v = lim
k→∞

−
∫
S4

e8vk
(3.43)
≥ 1+ ε

Mit diesem Widerspruch zur Behauptung ist 1. bewiesen.
Für den Beweis von 2. benutzt man folgende Aussagen:

(i) −
∫
S4 e4wa

(3.42)
= −

∫
S4 1− a

6−
∫
S4 P4wa

part. Int.
= 1,

(ii) e−
∫
S4 4wa

Jensensche Ugl.
≤ −

∫
S4 e4wa

(i)
= 1 und damit −

∫
S4 wa ≤ 0,

(iii) 1
(a)
= −
∫
S4 e4wa

Hölder Ugl.
≤

(
−
∫
S4 e8wa

) 1
2 −
∫
S4 1 und damit −

∫
S4 e8wa ≥ 1.

Damit und 1.:

1
(iii)
≤ −
∫
S4

e8wa = e−
∫
S4 8wa︸ ︷︷ ︸

≤1 nach (ii)

−
∫
S4

e8wa−−
∫
S4 8wa ≤−

∫
S4

e8(wa−−
∫
S4 wa)→ 1, für a→ 1.

Daraus folgt
e−
∫
S4 8wa → 1, für a→ 1

und
−
∫
S4

wa→ 0, für a→ 1.

3. Für diese Abschätzung benötigt man den Integralkern des Paneitz-Operators P4 auf der Sphäre
S4. Nach Lemma 4.8 aus [13] ist der Kern für x,y ∈ S4 gegeben durch 1

6ω4
log 1

|1−〈y,x〉| , d.h., es gilt
für alle w ∈ H2

(
S4
)
:

w(y)− w̄ =
1
6
−
∫
S4

log
1

|1−〈y,x〉|
(P4w)(x)dv(x) . (3.44)

Für die Funktion wa gilt also:

wa (y)−−
∫
S4

wa =
1
6
−
∫
S4

log
1

|1−〈y,x〉|
(P4wa)(x)dv(x)

(3.42)
= −1

a
−
∫
S4

(
1− e4wa(x)

)
log

1
|1−〈y,x〉|

dv(x) .

Daraus folgt
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∫
S4

wa

∣∣∣∣ ≤ 1
a
−
∫
S4

∣∣∣1− e4wa(x)
∣∣∣ ∣∣∣∣log

1
|1−〈y,x〉|

∣∣∣∣dv(x)

Hölder Ugl.
≤ 1

a

(
−
∫
S4

(
1− e4wa

)2
) 1

2
(
−
∫
S4

∣∣∣∣log
1

|1−〈y,x〉|

∣∣∣∣2 dv(x)

) 1
2

︸ ︷︷ ︸
<∞, nach (∗)

≤ konst. ·1
a

(
−
∫
S4

1︸︷︷︸
=1

+−
∫
S4

e8wa−2 −
∫
S4

e4wa︸ ︷︷ ︸
=1, nach (i)

) 1
2

= konst. ·1
a

(
−
∫
S4

e8wa︸ ︷︷ ︸
→1, analog 2.

−1

) 1
2

→ 0, für a→ 1. (3.45)

Da nach 2. −
∫
S4 wa→ 0 für a gegen 1 folgt die Behauptung.

Zu (∗): Bleibt zu zeigen, dass log |1− 〈y,x〉|−1 ∈ L2
(
S4
)
: Man betrachte dazu die stereographi-

sche Projektion π : S4 → R4 vom Nordpol der Sphäre mit der Standardmetrik g0 aus. Ohne Ein-
schränkung sei y ∈ S4 nicht der Nordpol. Dann gilt mit ũ,u ∈ R4:

1−〈y,x〉=1−〈π−1 (ũ) ,π−1 (u)〉= 1−〈

 2ũ
|ũ|2+1
|ũ|2−1
|ũ|2+1

 ,

 2u
|u|2+1
|u|2−1
|u|2+1

〉
=1−

4〈u, ũ〉R4 +
(
|u|2−1

)(
|ũ|2−1

)
(
|u|2 +1

)(
|ũ|2 +1

)
=

2 |u− ũ|2(
|u|2 +1

)(
|ũ|2 +1

) .
Mit dem Transformationssatz und der Determinante der Jacobimatrix von π−1: Jπ−1 =

(
2

1+|u|2

)4
,

folgt:

∫
S4

∣∣∣∣log
1

|1−〈y,x〉|

∣∣∣∣2 = ∫R4

∣∣∣∣∣∣log
2 |u− ũ|2(

|u|2 +1
)(
|ũ|2 +1

)
∣∣∣∣∣∣
2(

2

1+ |u|2

)4

du =: I.

Da y∈ S4 nicht der Nordpol ist, gilt: |ũ|< ∞ fest. Sei |u− ũ|2 weg von der Null und r2 := |u|2. Dann
gilt für r groß, bzw. klein: |u− ũ|2 ≈ r2, bzw. |u− ũ|2 ≈ |ũ|2, d.h.:

lim
r→∞

2 |u− ũ|2(
|u|2 +1

)(
|ũ|2 +1

) =
2

1+ |ũ|2
< ∞

und

lim
r→0

2 |u− ũ|2(
|u|2 +1

)(
|ũ|2 +1

) =
2 |ũ|2

1+ |ũ|2
< ∞.
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Also ist 2|u−ũ|2

(|u|2+1)(|ũ|2+1)
für |u− ũ|2 weg von der Null beschränkt und es gilt:

I ≤
∫
R4

konst.

(
2

1+ |u|2

)4

du = ω4 ·konst.
∫

∞

0

(
2

1+ r2

)4

r3dr < ∞.

Für |u− ũ|2 ≤ ε mit ε klein, gilt: r2 = |u|2→ |ũ|2 für ε → 0. Das heißt
(

2
1+r2

)4
r3 ≤ konst. und für

den Bereich |u− ũ|2 ≤ ε mit der Translation ũ 7→ 0 gilt:

I ≤ ω4 ·konst.
∫

ε

0

∣∣∣∣log
r2

konst.

∣∣∣∣2 r3dr < ∞

Schritt 3: Sei va := wa−−
∫
S4 wa. Es gilt:

e4va−1
4va

→ 1, gleichmäßig für a→ 1. (3.46)

Beweis dazu: Nach (3.45) konvergiert 4(wa (y)−−
∫
S4 wa) gleichmäßig in y ∈ S4 gegen 0 für a gegen

1. Also konvergiert e4(wa(y)−−
∫
S4 wa) = e4va(y) gleichmäßig in y ∈ S4 gegen 1 für a gegen 1 und nach

der Regel von l’Hospital mit wa ∈C∞
(
S4
)

folgt die Behauptung. Weiter sieht man, dass −
∫
S4 va = 0,

sowie für alle j = 1,2, . . . ,5:

−
∫
S4

vax j = −
∫
S4

wax j−−
∫
S4

wa−
∫
S4

x j︸ ︷︷ ︸
=0

Eigenfkt.
=

1
24
−
∫
S4
(P4x j)wa

=
1
24
−
∫
S4

(
∆

2x j−2∆x j
)

wa
part. Int.
=

1
24
−
∫
S4
(P4wa)x j

(3.42)
=

1
4a

(
−
∫
S4

e4wax j︸ ︷︷ ︸
=0, wa∈S

−−
∫
S4

x j︸ ︷︷ ︸
=0

)

= 0.

Damit folgt:
va ∈ span

{
x j, j = 1 . . .5

}⊥ ⊂ Ĥ2 (S4) .
Nach Satz 3.8 und Gleichung (3.23) mit k = 2 gilt für den zweiten Eigenwert des Paneitz-Operators:

120 = λ2 = inf
w∈span{x j, j=1...5}⊥⊂Ĥ2, w6=0

−
∫
S4 (P4w)w
−
∫
S4 w2 ≤

−
∫
S4 (P4va)va

−
∫
S4 v2

a
.

Also:

120−
∫
S4

v2
a ≤ −

∫
S4
(P4va)va =−

∫
S4
(P4wa)va−−

∫
S4
P4

(
−
∫
S4

wa

)
︸ ︷︷ ︸

=0

va

(3.42)
=

6
a
−
∫
S4

(
e4wa−1

)
va
−
∫
S4 va=0
=

6
a

e4−
∫
S4 wa−

∫
S4

(
e4va−1

)
va.

Daraus folgt
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−
∫
S4

v2
a ≤

6
120︸︷︷︸
<1

e4−
∫
S4 wa

a
−
∫
S4

(
e4va−1

)
va︸ ︷︷ ︸

→4−
∫
S4 v2

a, für a→1

. (3.47)

Das Integral verhält sich im Grenzwert a→ 1 mit (3.46) wie −
∫
S4 v2

a, d.h. wegen Ungleichung (3.47)
muss schon −

∫
S4 v2

a ≡ 0 für a hinreichend nah an 1 gelten. Also

va ≡ 0 bzw. wa ≡−
∫
S4

wa, für a nahe 1.

Eingesetzt in die Differentialgleichung (3.42) ergibt sich mit a nahe 1

6 =−aP4wa +6e4wa =−aP4

(
−
∫
S4

wa

)
︸ ︷︷ ︸
=0, für alle a

+6e4−
∫
S4 wa = 6e4−

∫
S4 wa .

Daraus folgt für a nahe 1

−
∫
S4

wa ≡ wa ≡ 0

und damit die verbesserte Beckner-Ungleichung. ut





Kapitel 4

Der Satz von Moser für die Q-Krümmung

In diesem Kapitel soll nun die vierdimensionale Variante des Satzes von Moser für die Q-Krümmung
bewiesen werden:

Satz 4.1. Sei Q ∈ C∞
(
S4,g

)
mit Q(x) = Q(−x). Falls supx∈S4 Q > 0 dann existiert eine Lösung

w ∈C∞
(
S4
)

für die Differentialgleichung:

∆
2
g w−2∆gw+6 = Qe4w. (4.1)

4.1 Notwendige Bedingungen

Die zwingende Positivitätseigenschaft der Funktion Q folgt aus der Gauß-Bonnet-Chern-Formel:

8π
2
χ (M4) =

∫
M4

(
1
4
|Wg|2g +2Qg

)
dvg. (4.2)

Dabei ist Wg der Weyl-Tensor, dessen Komponenten sich aus den Komponenten des Riemannschen
Krümmungstensors R, der Ricci-Krümmung Ric und der skalaren Krümmung S wie folgt ergeben:

Wi jk` := Ri jk`−
1
2
(
Rikg j`−Ri`g jk +R j`gik−R jkgi`

)
+

S
6
(
g j`gik−g jkgi`

)
.

Nun wird die Situation auf der vierdimensionalen Sphäre S4 mit der Standardmetrik g = g0 und
dem Metrikwechsel gw = e2wg0 betrachtet. Die Komponenten des Weyl-Tensors Wi jk` auf S4 mit g0

verschwinden. Nach den Gleichungen (2.15) , (2.16) und (2.3) gilt:

Wi jk` =
16(

1+ |x|2
)4

(
δ` jδki−δ`iδk j

)
− 3

2
(
gikg j`−gi`g jk +g j`gik−g jkgi`

)
+2
(
g j`gik−g jkgi`

)
=

16(
1+ |x|2

)4

(
δ` jδki−δ`iδk j−

3
2
(
δikδ j`−δi`δ jk +δ j`δik−δ jkδi`

)
+2
(
δ j`δik−δ jkδi`

))
=0.

51



52 4 Der Satz von Moser für die Q-Krümmung

Das Verschwinden des Weyl-Tensors ist nicht überraschend, da für Mannigfaltigkeiten Mn mit Di-
mension größer als 3 gilt [14, Proposition 1.62]:

Mn ist lokal konform flach, genau dann, wenn W ≡ 0.

In Kapitel 2 wurde mit Hilfe der stereographischen Projektion gezeigt, dass die Sphäre lokal kon-
form so flach ist, wie der euklidische Raum. Außderdem ist der Weyl-Tensor konform invariant,
denn es gilt [23, Kapitel 8.30]:

W gw
i jk` = e2wW g0

i jk`.

Das heißt, der Weyl-Tensor verschwindet für jede Metrik, also wird die Gauss-Bonnet-Chern-
Formel (1.6) zu:

8π
2
χ
(
S4)= ∫

S4
2Qgdvg. (4.3)

Damit folgt nun die notwendige Bedingung supx∈S4 Q > 0 aus Satz 4.1 mit Q = 2Qgw :∫
S4

Q = 8π
2

χ
(
S4)︸ ︷︷ ︸

=2

= 16π
2 > 0,

und somit supx∈S4 Q > 0. Die Positivität allein reicht allerdings nicht aus, da die Kazdan-Warner-
Bedingung 3.11 für jedes ε > 0 mit Q = 1+ εx j verletzt ist: Für alle j = 1, . . . ,5 gilt

0 !
=−
∫
S4

〈
∇Q,∇x j

〉
e4w = ε−

∫
S4

∣∣∇x j
∣∣2︸ ︷︷ ︸

>0

e4w︸︷︷︸
>0

> 0.

4.2 Der Beweis

Der Satz soll mit direkten Methoden der Variationsrechnung bewiesen werden. Dazu betrachtet man
folgendes Funktional:

JQ [w] :=−−
∫
S4
(∆w)2−2−

∫
S4
|∇w|2−12−

∫
S4

w+3log−
∫
S4

Qe4w. (4.4)

Satz 4.2. Sei Q ∈C∞
(
S4
)
,Q(x) = Q(−x) und supx∈S4 Q > 0. Für

w ∈ S :=
{

f ∈ H2(S4) | f (x) = f (−x) f. ü., −
∫
S4

Qe4 f > 0
}

ist JQ [w] wohldefiniert und nach oben beschränkt.

Beweis. S 6= /0: Da supx∈S4 Q > 0 und Q glatt, existieren glatte w, so dass −
∫
S4 Qe4w > 0 (z.B. durch

Skalieren der Funktion Q: w(x) = λ (x)Q(x), λ (x) glatt).
Zur Wohldefiniertheit: Da w ∈ H2

(
S4
)
, sind die ersten drei Integrale des Funktionals JQ [w] wohl-

definiert. Bleibt zu zeigen, dass Qe4w integrierbar ist:
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∫
S4

∣∣Qe4w
∣∣ Q∈C∞(S4)

≤ max
x∈S4
|Q|
∫
S4

∣∣ e4w︸︷︷︸
>0

∣∣
Lemma (3.3)
≤ max

x∈S4
|Q|
(

3
8π2 exp

(
c

1
8π2 ‖∆w‖2

2︸ ︷︷ ︸
<∞

)
exp
(

4−
∫
S4

w︸︷︷︸
<∞

))

< ∞.

JQ [w] ist nach oben beschränkt: Dazu betrachtet man −
∫
S4 (P4w)w:

−
∫
S4
(P4w)w = −

∫
S4
(−∆ (−∆ +2)w)w =−

∫
S4

((
∆

2w−2∆w
)

w
)

part. Int.
= −

∫
S4

(
(∆w)2 +2 |∇w|2

)
. (4.5)

Mit Hilfe der Beckner-Ungleichung kann nun gezeigt werden:

3 log−
∫
S4

Qe4w ≤ 3log
(

max
x∈S4

Q−
∫
S4

e4w
)
= 3logmax

x∈S4
Q+3log−

∫
S4

e4w

(3.9), (4.5)
≤ 3logmax

x∈S4
Q+−

∫
S4

(
(∆w)2 +2 |∇w|2

)
+12−

∫
S4

w.

Damit folgt
JQ [w]≤ 3logmax

x∈S4
Q = konst. < ∞. (4.6)

Das heißt: JQ [w] ist nach oben beschränkt. ut

Lemma 4.3. Sei w ∈ L2
(
S4
)

und w(x) eine ungerade Funktion, d.h. w(x) = −w(−x) für fast alle
x ∈ S4. Dann gilt: ∫

S4
w = 0 (4.7)

Beweis. ∫
S4

w(x) =−
∫
S4

w(−x) =−
∫
S4

w(x) . (4.8)

Also
∫
S4 w = 0. ut

Mit der Beschränktheit von JQ existiert ein Supremum für JQ. Der folgende Satz soll nun zeigen,
dass dieses auch tatsächlich von einer Funktion angenommen wird, d.h. aus dem Supremum ein
Maximum wird.

Satz 4.4. Sei Q ∈C∞
(
S4
)

mit Q(x) = Q(−x) und supx∈S4 Q > 0.Sei

S :=
{

f ∈ H2(S4) | f (x) = f (−x) f.ü., −
∫
S4

Qe4 f > 0
}
.

Dann existiert ein w0 ∈ S so dass:
sup
w∈S

JQ [w] = JQ [w0] . (4.9)
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Beweis. Das Supremum existiert, da nach Satz 4.2 JQ nach oben beschränkt ist. Um zu zeigen,
dass dieses auch angenommen wird, benötigt man ein Kompaktheitsresultat, welches nur mit der
verbesserten Beckner-Ungleichung zu erreichen ist. Sei also (w`) eine maximierende Folge in S:

lim
`→∞

w` = sup
w∈S

JQ [w] =: α. (4.10)

Für alle ` ist (w`) gerade, und somit folgt −
∫
S4 e4w`︸︷︷︸

gerade

x j︸︷︷︸
ungerade

Lemma 4.3
= 0, j = 1 . . .5. Analog zum Beweis

der Beschränktheit von JQ folgt nun mit der verbesserten Beckner Ungleichung und einem a < 1:

3 log−
∫
S4

Qe4w` ≤ 3logmax
x∈S4

Q+a−
∫
S4
(P4w`)wl +12−

∫
S4

w`.

Also

(1−a)︸ ︷︷ ︸
>0

−
∫
S4
(P4w`)w` ≤ 3logmax

x∈S4
Q+−

∫
S4
(P4w`)w`+12−

∫
S4

w`−3log−
∫
S4

Qe4w`

= 3logmax
x∈S4

Q− JQ [w`] .

Sei ` so groß, dass JQ [w`]+ ε ≥ α . Dann folgt

(1−a)−
∫
S4
(P4w`)w` ≤ 3logmax

x∈S4
Q− (α− ε)

= konst. < ∞.

Sei S0 := { f ∈ S|
∫
S4 f = 0}. Durch die Verschiebung S 3 w 7→ w−

∫
S4 w wird w ∈ S0 erreicht. Es

gilt JQ [w] = JQ [w+ c]:

JQ [w+ c] =−−
∫
S4
(∆w+ c)2−2−

∫
S4
|∇w+ c|2−12−

∫
S4
(w+ c)+3log−

∫
S4

Qe4(w+c)

=−−
∫
S4
(∆w)2−2−

∫
S4
|∇w|2−12−

∫
S4

w−12c−
∫
S4

1︸︷︷︸
=1

+3log−
∫
S4

Qe4(w)+12c

= JQ [w] ,

und damit supw∈S JQ [w] = supw∈S0
JQ [w].

Sei jetzt also w` ∈ S0:

konst. ≥
∫
S4
(P4w`)w`

(4.5)
=
∫
S4
(∆w`)

2 +2
∫
S4
|∇w`|2

(2.28),
∫
S4 w`=0
≥

∫
S4
(∆w`)

2 +
∫
S4
|∇w`|2 +

1
C

∫
S4
|w`|2 .

Also existiert ein c > 0, so dass ‖w`‖H2 ≤ c < ∞. Da der Vektorraum H2 schwach folgenkompakt
ist, existiert eine Teilfolge von (w`), welche wieder mit (w`) bezeichnet wird, die schwach gegen
ein w0 ∈ H2

(
S4
)

konvergiert:
w` ⇀ w0, `→ ∞.

Mit dem Satz von Rellich-Kondrachov 2.11 folgt die starke Konvergenz von (w`) in L2
(
S4
)
:

w`→ w0, `→ ∞.
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Behauptung. w0 ∈ S0.

Beweis dazu:

• Es gilt w0 (x) = w0 (−x) fast überall. Folgt analog zur Abgeschlossenheit in Lemma 4.6 und mit
der L2-Konvergenz.

• Es gilt
∫
S4 w0 = 0. Das Integral

∫
S4 ist ein lineares Funktional auf H2

(
S4
)
. Dann folgt mit schwa-

cher Konvergenz, da für alle ` gilt
∫
S4 w` = 0, dass

∫
S4 w0 = 0.

• Es gilt −
∫
S4 Qe4w0 > 0: Aus der Definition von JQ [w] folgt:∣∣∣∣3log−

∫
S4

Qe4w`

∣∣∣∣≤ α +C‖w`‖2
H2 ≤ C̃.

Fallunterscheidung:

–
∫
S4 Qe4w` > 1

oder

– −
∫
S4 Qe4w` ≤ 1: Dann folgt −3log−

∫
S4 Qe4w` ≤ C̃ und damit

∫
S4 Qe4w` ≥ 8π2

3 e
−C̃
3 .

Zusammen gilt für alle ` ∫
S4

Qe4w` ≥min
{

1,
8π2

3
e
−C̃
3

}
=: c0 > 0. (4.11)

Aus der schwachen Folgenunterhalbstetigkeit der Norm folgt: es existiert ein c, so dass ‖w0‖H2 ≤
c. Mit (4.11) und Lemma 3.4 folgt:

0 < c0 ≤
∫
S4

Qe4w` →
∫
S4

Qe4w0

Damit ist die Behauptung bewiesen.
Man zeigt nun weiter: α = supw∈S0

JQ [w] = JQ [w0].

α = lim
`→∞

JQ [w`] = lim
`→∞

(
−
(
−
∫
S4
(∆w`)

2 +2−
∫
S4
|∇w`|2

)

−12−
∫
S4

w`︸ ︷︷ ︸
=0

+3log−
∫
S4

Qe4w`

)

=− lim
`→∞

(
−
∫
S4
(∆w`)

2 +2−
∫
S4
|∇w`|2

)
︸ ︷︷ ︸
wie ‖.‖H2 schwach folgenunterhalbstetig

+ lim
`→∞

(
3log −

∫
S4

Qe4w`︸ ︷︷ ︸
wie oben→−

∫
S4 Qe4w0

)

≤−
(
−
∫
S4
(∆w0)

2 +2−
∫
S4
|∇w0|2

)
+3log−

∫
S4

Qe4w0

=JQ [w0]≤ α.

Somit gilt JQ [w0] = α = supw∈S0
JQ [w] und damit die Behauptung des Satzes. ut
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Definition 4.5. Sei w ∈ H2
(
S4
)
. Dann heißt w schwache Lösung der Differentialgleichung (4.1):

∆
2w−2∆w+6 = Qe4w,

falls für alle ϕ ∈ H2
(
S4
)

gilt:

−
∫
S4

∆w∆ϕ +2−
∫
S4

∇w∇ϕ +6−
∫
S4

ϕ =−
∫
S4

Qe4w
ϕ. (4.12)

Lemma 4.6. Der Hilbertraum H2
(
S4
)

lässt sich als direkte Summe der zueinander orthogonalen,
linearen und abgeschlossenen Unterräume U,G darstellen, d.h. H2

(
S4
)
=U⊕G mit

U :=
{

w ∈ H2
(
S

4
)
|w(x) =−w(−x) für fast alle x ∈ S4

}
,

G :=
{

w ∈ H2(S4) |w(x) = w(−x) für fast alle x ∈ S4} .
Beweis. Die Tatsache, dass die beiden Teilmengen U,G lineare Unterräume von H2

(
S4
)

sind, ist
leicht zu sehen.
Zur Abgeschlossenheit. Sei wk ∈ G eine konvergente Folge in H2

(
S4
)
: lim

k→∞

wk = w̃. Zu zeigen ist:

w̃ ∈ G, d.h. w̃(x) = w̃(−x) fast überall.

‖w̃(x)− w̃(−x)‖2
L2 ≤ ‖w̃(x)− w̃(−x)‖2

H2

=

∥∥∥∥w̃(x)+ lim
k→∞

wk (x)− lim
k→∞

wk (x)− w̃(−x)
∥∥∥∥2

H2

≤

(∥∥∥∥w̃(x)− lim
k→∞

wk (x)
∥∥∥∥

H2
+

∥∥∥∥ lim
k→∞

wk (x)︸ ︷︷ ︸
=wk(−x)

− w̃(−x)
∥∥∥∥

H2

)2

= 0+0, da lim
k→∞

wk = w̃.

Zur Orthogonalität: Sei w ∈ G. Zu zeigen ist für alle v ∈U : 〈w,v〉= 0. Mit Lemma (4.3) folgt

〈w,v〉=
∫
S4

∆w︸︷︷︸
gerade

∆v︸︷︷︸
ungerade︸ ︷︷ ︸

ungerade

+
∫
S4

∇w︸︷︷︸
ungerade

∇v︸︷︷︸
gerade︸ ︷︷ ︸

ungerade

+
∫
S4

w︸︷︷︸
gerade

v︸︷︷︸
ungerade︸ ︷︷ ︸

ungerade

=0.

Somit U ⊂G⊥ und G⊂U⊥. Zur direkten Summe. Man betrachtet folgende Projektion P : H2
(
S4
)
→

G⊥, w 7→ 1
2 (w(x)−w(−x)). Es gilt:

• Für alle w ∈ G : Pw = 0.
• Für alle w ∈U : Pw = w.
• Für alle w ∈ H2

(
S4
)

:−Pw(x) = Pw(−x), also Pw ∈U .
• Für alle w ∈ H2

(
S4
)

: (w−Pw) ∈ G.
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Damit besitzt w die Zerlegung w = w−Pw︸ ︷︷ ︸
∈G

+ Pw︸︷︷︸
∈U

. Diese ist nach dem Projektionssatz eindeutig,

daraus folgt die Behauptung. ut

Bemerkung 4.7. Sei w ∈H2
(
S4
)

gerade. Damit w schwache Lösung der Differentialgleichung (4.1)
ist, reicht es, die Gültigkeit von Gleichung (4.12) allein für die geraden ϕ ∈ H2

(
S4
)

nachzuwei-
sen: Einerseits kann nach Lemma 4.6 der Vektorraum H2

(
S4
)

in die Unterräume der geraden und
ungeraden Funktionen zerlegt werden und andererseits ist Gleichung (4.12) mit w gerade und ϕ

ungerade immer erfüllt: Mit Lemma 4.3 folgt:

−
∫
S4

∆w︸︷︷︸
gerade

∆ϕ︸︷︷︸
ungerade︸ ︷︷ ︸

ungerade

+2−
∫
S4

∇w︸︷︷︸
ungerade

∇ϕ︸︷︷︸
gerade︸ ︷︷ ︸

ungerade

+6−
∫
S4

ϕ︸︷︷︸
ungerade

= 0 =−
∫
S4

Qe4w︸︷︷︸
gerade

ϕ︸︷︷︸
ungerade︸ ︷︷ ︸

ungerade

. (4.13)

Satz 4.8. Die Differentialgleichung (4.1) besitzt eine schwache Lösung.

Beweis. Sei w0 ∈ S mit JQ [w0] = maxw∈S JQ [w] und ϕ ∈H2
(
S4
)

gerade. Dann gilt w0 + tϕ ∈ S für
t nahe 0:

• Sicherlich ist w0 + tϕ gerade.
• −
∫
S4 Qe4(w0+tϕ) > 0: Für t nahe 0 exisitiert ein δ (t)> 0, s.d. e4tϕ ∈ [1−δ ,1+δ ]. Damit folgt:

−
∫
S4

Qe4(w0+tϕ) =−
∫
S4

Qe4w0 e4tϕ︸︷︷︸
≥1−δ

≥ (1−δ )−
∫
S4

Qe4w0︸ ︷︷ ︸
>0

> 0.

Da das Funktional JQ in w0 maximal ist, verschwindet die erste Variation:

0 =
d
dt

JQ [w0 + tϕ]
∣∣∣∣
t=0

. (4.14)

Daraus folgt

0 =
d
dt

JQ [w0 + tϕ]
∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

(
−−
∫
S4
(∆ (w0 + tϕ))2−2−

∫
S4
|∇(w0 + tϕ)|2

−12−
∫
S4
(w0 + tϕ)+3log−

∫
S4

Qe4(w0+tϕ)
)∣∣∣∣

t=0

(∗)
=

(
−2−
∫
S4

∆ (w0 + tϕ)∆ϕ︸ ︷︷ ︸
|.|≤|∆w0||∆ϕ|+|∆ϕ|2

−4−
∫
S4

∇(w0 + tϕ)∇ϕ︸ ︷︷ ︸
|.|≤|∇w0||∇ϕ|+|∇ϕ|2

−12−
∫
S4

ϕ +
3

−
∫
S4 Qe4(w0+tϕ)

−
∫
S4

Qe4(w0+tϕ)4ϕ︸ ︷︷ ︸
|.|≤4|ϕ||Q|e4(w0+ϕ)

)∣∣∣∣∣
t=0

Zu (∗): Vertauschung von Differentiation und Integration ist erlaubt mit Hilfe des Satzes über pa-
ramterabhängige Lebesgueintegrale. Hierfür wird für die ersten drei Integrale für t nahe Null die
Hölder Ungleichung benutzt und w0,ϕ ∈ H2

(
S4
)
. Lemma 3.3 hilft für das letzte Integral. Weiter

gilt
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0 =−2−
∫
S4

∆w0∆ϕ−4−
∫
S4

∇w0∇ϕ−12−
∫
S4

ϕ +
12

−
∫
S4 Qe4w0

−
∫
S4

Qe4w0ϕ,

und damit folgt für alle geraden ϕ

−
∫
S4

∆w0∆ϕ +2−
∫
S4

∇w0∇ϕ +6−
∫
S4

ϕ =
6

−
∫
S4 Qe4w0

−
∫
S4

Qe4w0ϕ.

Sei v0 := w0 + c. Man wählt c so, dass 6
−
∫
S4 Qe4v0

= 1:

1 =
6

−
∫
S4 Qe4v0

=
6

−
∫
S4 Qe4(w0+c)

=
6

e4c−
∫
S4 Qe4w0

.

Damit
c =

1
4

log
6

−
∫
S4 Qe4w0

=−1
4

log
1
6
−
∫
S4

Qe4w0 .

Also erfüllt v0 für alle geraden ϕ:

−
∫
S4

∆v0∆ϕ +2−
∫
S4

∇v0∇ϕ +6−
∫
S4

ϕ =−
∫
S4

Qe4v0ϕ. (4.15)

Somit ist v0 eine schwache Lösung von (4.1). ut

Es bleibt zu zeigen, dass die schwache Lösung v0 tatsächlich auch eine starke Lösung der Differen-
tialgleichung (4.1) ist. Dies zeigt folgendes Lemma:

Lemma 4.9. Sei v0 die schwache Lösung aus Satz 4.8, d.h. in der Form v0 = w0 + c wobei
w0 ∈ H2

(
S4
)

das Funktional JQ maximiert. Dann ist v0 ∈ C∞
(
S4
)

und damit starke Lösung der
Differentialgleichung

∆
2w−2∆w+6 = Qe4w.

Beweis. Es gilt w0 ∈ C∞
(
S4
)
, daraus folgt dann die Behauptung. Nach Vorraussetzung maximiert

w0 das Funktional JQ also minimiert w0 das Funktional −JQ.

−JQ [w] =−
∫
S4
(∆w)2 +2−

∫
S4
|∇w|2 +12−

∫
S4

w−3log−
∫
S4

Qe4w

=−
∫
S4
(∆w)2 +2−

∫
S4
|∇w|2−3log−

∫
S4

Qe4(w−w̄).

Also ist −vol
(
S4
)
· JQ ein Spezialfall des Funktionals aus Satz 3.12. In diesem Fall sind α = β =

0, Ai j = 2gi j und für alle x ∈ R ist

E (x) =−3vol
(
S4) log−

∫
S4

Qe4x = konst.

Die Bedingungen 1.–3. sind erfüllt:

1. |E (x)|= konst..
2. 2

∣∣∑i, j gi jviv j
∣∣= a3 |v|2 mit a3 = 2.

3. |E ′ (x)|= 0.

Das heißt, die Bedingungen sind erfüllt mit a1 = konst., a2 = 0, a3 = 2. Da w0 auch das Funktional
−vol

(
S4
)
·JQ minimiert, folgt mit Satz 3.12: w0 ∈C∞

(
S4
)

und damit ist v0 = w0+c starke Lösung.
ut



Kapitel 5

Der Parameter a in der verbesserten Beckner-Ungleichung

In diesem Kapitel soll der Parameter a in der verbesserten Beckner-Ungleichung

log−
∫
S4

e4w ≤ 1
3

(
a−
∫
S4
(P4w)w+12−

∫
S4

w
)

näher betrachtet werden. Analog zu Korrolar 3.15 bezeichne Ja das zur verbesserten Beckner-
Ungleichung zugehörige Funktional

Ja [w] := log−
∫
S4

e4w− 1
3

(
a−
∫
S4
(P4w)w+12−

∫
S4

w
)
,

dessen Supremum für a nahe 1 durch glatte Funktionen wa aus

S0 :=
{

w ∈ H2(S4) |−∫
S4

e4w = 1, −
∫
S4

e4wx j = 0, j = 1 . . .5
}

angenommen wird. Außerdem erfüllen die kritischen Punkte des Funktionals Ja die partielle Diffe-
rentialgleichung

−aP4wa +6e4wa = 6+
5

∑
j=1

(
β

a
j x j
)

e4wa (5.1)

auf der Sphäre S4. Die verbesserte Beckner-Ungleichung wurde dann in Kapitel 3.3 wie folgt be-
wiesen: Für ein a hinreichend nah an 1 folgt wa ≡ 0. Falls die Koerzitivität des Funktionals Ja für
a > 1

2 , wie von Wei und Xu behauptet, gezeigt werden kann, liegt folgende Vermutung nahe:

Hypothese 5.1. Sei S =
{

w ∈ H2
(
S4
)
|−
∫
S4 e4wx j = 0, j = 1 . . .5

}
.

1. Falls a≥ 1
2 , dann gilt: supw∈S Ja[w] = 0, d.h. wa ≡ 0.

2. Falls a < 1
2 , dann ist das Funktional Ja nach oben unbeschränkt.

Untermauert wird die Vermutung, dass diese, für eine analoge Situation auf der Sphäre S2, annähernd
bewiesen werden konnte:

59
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5.1 Die Strategie auf der Sphäre S2

In den Untersuchungen über die vorgeschriebene Gaußrümmung K auf der zweidimensionalen
Sphäre S2 stößt man auf folgende partielle Differentialgleichung auf der S2:

∆u+Ke2u = 1

Mit Hilfe der sogenannten Moser-Onofri-Ungleichung:
Es existiert ein a < 1, so dass für alle u ∈ H1

(
S2
)

mit −
∫
S2 e2ux j = 0, j = 1,2,3 gilt

log−
∫
S2

e2u ≤ a−
∫
S2
|∇u|2 +2−

∫
S2

u,

kann unter Benutzung direkter Methoden der Variationsrechung eine Lösung der Differentialglei-
chung gefunden werden. Die Moser-Onofri-Ungleichung wurde von Chang und Yang in [12] analog
wie die Verbesserung der Beckner-Ungleichung bewiesen, an deren Ende Chang und Yang eine, der
obigen entsprechenden Vermutung für das Funktional

Fa[u] = log−
∫
S2

e2u−a−
∫
S2
|∇u|2−2−

∫
S2

u

äußerten. Entsprechend zum vierdimensionalen Fall erfüllen die kritischen Punkte ua des Funktio-
nals Fa die partielle Differentialgleichung

a∆u+ e2u = 1+
3

∑
j=1

β
a
j x je2u (5.2)

auf der Sphäre S2. Für die Konstanten β a
j kann wiederum analog gezeigt werden: β a

j = 0. Für gerade
Funktionen, d.h. u(x) = u(−x), zeigten Osgood, Phillips und Sarnak in [29, Korollar 2.2], dass die
Vermutung gilt.
Im Fall von achsensymmetrischen Funktionen auf der Sphäre S2 mit den üblichen Winkelkoordina-
ten θ und ϕ , d.h. für Funktionen u(x1,x2,x3) = u(x3) = u(cosθ), ergibt sich das Funktional Fa mit
x := x3 zu:

Fa[u] = log
1
2

∫ 1

−1
e2u(x)dx− a

2

∫ 1

−1

(
1− x2)∣∣u′ (x)∣∣2 dx−

∫ 1

−1
u(x)dx.

Für achsensymmetrische Funktionen u(x), bzw. für Funktionen u(x) auf (−1,1) mit

‖u‖H1(−1,1) =

(∫ 1

−1

∣∣u′ (x)∣∣2 (1− x2)dx
) 1

2

< ∞ und
∫ 1

−1
e2u(x)xdx = 0 (∗)

konnten Feldman, Froese, Ghoussoub und Gui in [15] folgenden Satz beweisen:

Satz 5.2. Sei Sr der Raum der Funktionen auf (−1,1), die die Bedingung (∗) erfüllen. Dann gilt:

1. Falls a≥ 16
25 − ε mit ε klein genug, dann gilt supu∈Sr

Fa[u] = 0.
2. Falls a < 1

2 , dann ist das Funktional Fa nach oben unbeschränkt.
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Die Unbeschränktheit des Funktionals Fa für a < 1
2 konnte mit der folgenden, auf (−1,1) gerade

fortgesetzen Funktion gezeigt werden:

u(x) =

{
c log(1− x) , für 0 < x < 1−δ ,

c log(δ ) , für 1−δ < x < 1.

In [19] wurde Satz 5.2 von Gui und Wei auf das vermutete a ≥ 1
2 für die achsensymmetrischen

Funktionen verbessert. Mit Hilfe dieses Resultates konnten Ghoussoub und Lin [17] die Vermutung
für a ≥ 2

3 auf alle Funktionen u ∈ H1
(
S2
)

mit −
∫
S2 e2ux j = 0, j = 1,2,3, verallgemeinern. Dabei

benutzten sie die Klassifikation der Lösungen einer, zur partiellen Diffenrentialgleichung (5.2),
äquivalenten Differentialgleichung auf R2. Das Verfahren soll im vierdimensionalen Fall vorgestellt
werden:

5.2 Die Strategie auf der Sphäre S4

Mit Hilfe der stereographischen Projektion π : S4→R4 bezüglich des Nordpols der Sphäre soll eine
zur Gleichung (5.1) äquivalente Differentialgleichung auf dem R4 gefunden werden.
Sei dazu die Sphäre S4 mit der Standardmetrik g0 und der R4 mit der euklidischen Metrik ḡ ausge-
stattet. Dann gilt nach Gleichung (2.3) für x ∈ R4:

g0 =
4(

1+ |x|2
)2 ḡ =: u2ḡ.

Mit diesem konformen Metrikwechsel errechnet man für eine glatte Funktion w auf S4 den Zusam-
menhang:

P4w =
(
∆

2
g0
−2∆g0

)
w = u−4 (−∆ḡ)

2 (w◦π
−1) . (5.3)

Sei nun wa eine glatte Lösung der Differentialgleichung (5.1), dann folgt für alle j: β a
j = 0 (man

vgl. Schritt 1 im Beweis der verbesserten Beckner-Ungleichung). Damit erfüllt wa für alle glatten ϕ

auf der Sphäre die Gleichung:

−a
∫
S4
(P4wa)ϕ +6

∫
S4

e4waϕ = 6
∫
S4

ϕ (5.4)

Mit den Notationen w̃a (x) := wa
(
π−1 (x)

)
, ϕ̃ (x) := ϕ

(
π−1 (x)

)
und dem Transformationssatz mit

der Funktionaldeterminante det(Jπ−1) = u4 sowie Gleichung (5.3) folgt aus Gleichung (5.4):

−a
∫
R4

u−4
(
(−∆ḡ)

2 w̃a

)
ϕ̃ u4dx+6

∫
R4

e4w̃a ϕ̃ u4dx = 6
∫
R4

ϕ̃ u4dx

und damit
−a
∫
R4

(
(−∆ḡ)

2 w̃a

)
ϕ̃ dx+6

∫
R4

e4w̃a ϕ̃ u4dx = 6
∫
R4

ϕ̃ u4dx.

Daraus folgt

∆
2
ḡ w̃a +

6
a

u4 (1− e4w̃a
)
= 0 auf R4. (5.5)

Setzt man
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va := w̃a +
1
a

log
2

1+ |x|2
+

1
4

log
24(1− 1

a) ·6
a

(5.6)

in die Gleichung (5.5) ein, folgt:

∆
2
ḡ va−

1
a

∆
2
ḡ log

2

1+ |x|2
+

6
a

u4− 6
a

u4e
4va+log

(
1+|x|2

2

) 4
a
+log a

6 2
4( 1

a−1)
= 0.

Mit
∆

2
ḡ log

2

1+ |x|2
=

96(
1+ |x|2

)4 = 6u4

folgt

∆
2
ḡ va−

(
1+ |x|2

)4( 1
a−1)

e4va = 0 auf R4. (5.7)

Dies bedeutet: Gilt wa ≡ 0, dann besitzt die Gleichung (5.7) die speziellen axialsymmetrischen
Lösungen

va =
1
a

log
2

1+ |x|2
+

1
4

log
24(1− 1

a) ·6
a

Damit sieht man: Lassen sich die Lösungen von der Differentialgleichung (5.7) für a ≥ 1
2 ent-

sprechend klassifizieren, dann sind Rückschlüsse auf die Lösung der Differentialgleichung (5.1)
möglich und somit eine eventuelle Bestätigung der Vermutung. Hätte man wie im zweidimensio-
nalen Fall die Vermutung für die axialsymmetrischen Funktionen w(cosθ) auf der Sphäre S4 ge-
zeigt und die Lösungen von Gleichung (5.1) unter gewissen Vorraussetzungen als axialsymmetrisch
klassifiziert, würde mit Gleichung (5.6) die Axialsymmetrie für alle Lösungen von (5.1) folgen und
damit die Vermutung. Diese Probleme sind allerdings noch offen.
Für den speziellen Fall a = 1 konnte Lin [26] die Lösungen für die partielle Differentialgleichung{

∆ḡw = 6e4w auf R4

e4w ∈ L1 (R4) (5.8)

klassifizieren:

Satz 5.3. Sei w eine Lösung von (5.8) mit |w(x)|= o
(
|x|2
)

in ∞. Dann existiert ein Punkt x0 ∈ R4

und λ > 0, so dass w radialsymmetrisch um x0 ist und für alle x ∈ R4 gilt:

w(x) = log
2λ

1+λ 2 |x− x0|2
.
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