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Vorwort

Gegenstand der elementaren Zahlentheorie sind vorrangig die natiirlichen Zahlen
N={1,2,3,...} sowie die ganzen Zahlen Z = {0,+1,+2,43,...}. Im Zusammen-
hang mit den Grundrechenarten in diesen Zahlenbereichen spielen dabei der Begriff
der Teilbarkeit sowie der Euklidische Algorithmus eine zentrale Rolle.

Wir behandeln im vorliegenden Lehrbuch klassische Themen der Zahlentheorie,
die erstmals von GauB} in seinen ,,Disquisitiones Arithmeticae”, Untersuchungen
iiber hohere Arithmetik [2], zu einer systematischen Wissenschaft entwickelt wor-
den sind. Der einfache Euklidische Algorithmus in Lektion 2 ist die Grundlage fiir
den Fundamentalsatz 2.12 der Arithmetik. In nachfolgender Lektion 3 wird er fiir
die Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen zum erweiterten Euklidischen Algorith-
mus ausgebaut. Die Anwendung der Kettenbruchentwicklung auf die reell quadra-
tischen Irrationalzahlen liefert wiederum mit den Grundlagen aus Abschnitt 8.1 in
Abschnitt 8.2 und 8.3 genau die periodischen Kettenbriiche sowie einen Algorith-
mus zur Reduktion indefiniter quadratischer Formen.

Auch bei der Behandlung der Farey-Folgen in Abschnitt 4 machen wir vom er-
weiterten Euklidischen Algorithmus Gebrauch, man vergleiche insbesondere den
Approximationssatz fiir Farey-Briiche 4.13 mit dem Satz 3.17 von den besten ra-
tionalen Approximationen in der Theorie der Kettenbriiche. Damit zieht sich der
Euklidische Algorithmus wie ein roter Faden durch das gesamte Fundament der
elementaren Zahlentheorie.

Die wichtigsten algebraischen Strukturen der elementaren Zahlentheorie sind Grup-
pen, Ringe und Korper, mit deren Einfiihrung wir deshalb in Lektion 1 beginnen.
Wir beschrianken uns dabei auf die Untersuchung derjenigen algebraischen Struk-
turen, die fiir spatere Zwecke benotigt werden. Wichtige Beispiele hierfiir sind die
Permutationsgruppen, die im Anhang 9.2 und dem Aufgabenteil von Lektion 1 be-
handelt werden, die Gruppe der multiplikativen zahlentheoretischen Funktionen, die
in Abschnitt 5 eingefiihrt und untersucht werden, aber auch die Restklassenringe
bzw. die prime Restklassengruppe beziiglich eines Moduls in Lektion 6.
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Neben dem Euklidischen Algorithmus nimmt auch die Kongruenzrechnung in Lek-
tion 6 einen bedeutenden Platz in der elementaren Zahlentheorie ein. Diese wird in
Lektion 7 auf die Theorie der quadratischen Reste angewendet, deren wichtigstes
Resultat das quadratische Reziprozititsgesetz in Satz 7.9 darstellt. Gauf3 hat diesen
Satz nicht nur als Erster bewiesen, sondern in [2] gleich mehrere Beweise geliefert.

Jede Lektion beginnt mit einer kurzen Ubersicht. Der nachfolgende theoretische Teil
wird durch zahlreiche Beispiele anschaulich gemacht, und die Lektion wird mit aus-
gewihlten und vollstindig gelosten Aufgaben zur Ubung und Vertiefung des Stof-
fes abgeschlossen. Im Anhang findet der Leser neben allgemeinen Grundlagen und
Notationen zu logischen Aussagen, Mengen und Abbildungen die bereits erwihnte
kurze Einfiihrung der Permutationsgruppen sowie eine Primzahltabelle.

Magdeburg, 5. November 2018
Yauheniya Abramchuk, Alina Bondarava und Matthias Kunik
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Lektion 1

Algebraische Grundlagen der elementaren
Zahlentheorie

Wir beginnen mit allgemeinen, aber unverzichtbaren algebraischen Grundlagen zu
Gruppen und Ringen, zugeschnitten auf unsere spateren Anwendungen. Als Begleit-
lektiire empfehlen wir van der Waerden’s Lehrbuch [12, Kapitel 2, 3] ,,Algebra I
sowie das Lehrbuch [4, Kapitel 2, 3] ,,Algebra” von Bernhard Hornfeck.

1.1 Gruppen

Beim Rechnen in Gruppen hat man nur eine (in der Regel multiplikativ geschriebe-
ne) assoziative Verkniipfung ,,0, die in einem gewissen Sinne ,,umkehrbar* ist:

Definition 1.1: Gruppen
Eine nichtleere Menge G mit einer Verkniipfung o : G X G — G heilit Gruppe, wenn
folgende Axiome erfiillt sind:

(G1) Assoziativgesetz: (aob)oc =ao(boc) fiir alle a,b,c € G.

(G2) Existenz eines Einselementes: Es existiert eine Linkseins ¢ € G miteoa = a
fiir alle a € G.

(G3) Existenz eines inversen Elementes: Zu jedem a € G existiert eine Linksinverse
a'eGmita 'oa=e.

Gilt zusitzlich
(G4) aob=boafirallea,b € G,

so erhalten wir einen Spezialfall und nennen die Gruppe G abelsch bzw. kommuta-
tiv. O

Die Elementeanzahl |G| heifit auch die Ordnung der Gruppe.
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Satz 1.2:

Es sei (G, o,e) eine Gruppe mit der Linkseins e. Dann gilt:

(a) Ista~ ! eine Linksinverse von a € G, so auch eine Rechtsinverse:
aloa=e=aoa'=e.

(b) Die Linkseins ist auch Rechtseins: aoe = a fiir alle a € G.

(c) Fiir alle a,b € G sind die Gleichungen aox = b bzw. yoa = b in G eindeutig
losbar.

(d) Das Einselement in G ist eindeutig, ebenso die Inverse a~! zu jedem a € G.

(e) (@ '=afiralleacG.

Beweis:

(a) Ist @~ ! Linksinverse zu a € G, so auch Rechtsinverse, denn: Es sei a~! ein
Linksinverses zu a in G, d.h. a ' oca = e, und (a~!)~! ein Linksinverses zu a ™!
in G, d.h. (a=')"'oa~! = e. Dann gilt unter Verwendung der Gruppenaxiome
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(b) Die Linkseins ist auch Rechtseins: Aus e o a = a folgt mit (a) auch

aoe = ao(a'oa) = (aca ')oa=eoca = a
(G3) (GD) (a) (G2)
(c) Die Gleichung aox = b ist in G losbar:
Wihle a~! € G zu a gemiB (G3) und setze x := a~! o b. Dann wird nach (a)

aox=ao(a 'ob) = (aca Yob=eob = b.
(G (a) (G2)
Die Gleichung ist in G eindeutig 1osbar:
Es sei aox = aox’ mit a,x,x’ € G. Dann folgen a~
eox = eox' und somit x = x’.

1 1

caox=a 'oaox, also

Analog zeigt man die eindeutige Losbarkeit von yoa = b.

(d) Es folgt (d) sofort aus (c), da die Gleichungen yoa = a bzw. yoa =¢ in G
eindeutig losbar sind.

(e) Nach (c) und (G3) hat yoa™! = e die eindeutige Losung y = (a_l)_l, und

nach (a) darf y = a gesetzt werden. Somit ist (a=') ™! = a.



1.1 Gruppen 3

|
Merke: Es sei (G,o0,e) Gruppe.

1) Bei der Auswertung eines Mehrfachproduktes ay oaj o ... 0@, in G kdnnen we-
gen (G1) Klammern um je zwei Gruppenelemente beliebig gesetzt werden, so
dass man Klammern nicht unbedingt mitschreiben muss. Auf die Reihenfolge
der Faktoren ist jedoch zu achten, wenn (G4) nicht gilt.

2) Es gibt genau ein e € G mit
eoca=aoce=a firalleaeG.

3) Zujedem a € G gibt es genau ein a~! € G mit

aloa=aoa ' =e.

Beispiel 1.3:

() (Z,+,0) bzw. (R,+,0) sind additiv geschriebene abelsche Gruppen, das
»~Neutralelement 0 wird hierbei als Nullelement bezeichnet, und entsprechend
das ,,inverse Element“ —a als die zu a entgegengesetzte Zahl. Diese Begriffe
verwendet man fiir alle additiv geschriebene abelsche Gruppen.

(ii) Fir Ng ={0,1,2,3,...} ist (No, +,0) keine Gruppe, da (G3) verletzt ist.

(iii)) Die Menge aller 2 x 2 Matrizen M = mit a,b,c,d € Z und Determi-

ab
c d)
nante ad — bc = £1 bildet die sogenannte Gruppe GL(2,Z) bzgl. der Matri-
zenmultiplikation ,,* als Verkniipfung:

ab\ (db"\ _ (ad +bc ab'+bd
cd dd)  \cd+dd cb+dd )
Dabei ist Det (M -M') = Det (M) -Det (M') € {+1,—1} fiir M,M" € GL(2,Z).

Es gilt (G1), (G2) mit der Einheitsmatrix (1 0 als Neutralelement und (G3)

01

ab\"' 1 d —b
cd)  ad—bc\—c a

2 (“ b ) € GL(2,7). Es ist (G4) nicht erfiillt, z.B.

mit der Inversen

cd

(F0) (01) = (L) aver (01) (Vo) = (Cho):
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(iv) Die bijektiven Abbildungen f : N, — N, mit N, = {1,2,...,n} und n € N bil-
den bzgl. der Komposition ,,0* dieser Abbildungen die PermutationsgruppeX,
der Ordnung |X,| = n!, siehe hierzu den entsprechenden Anhang 9.2.

Die IdentitdtId : N, — N, mitId (k) =k fiiralle k = 1, ..., n ist das Einselement
von X, die inverse Abbildung f~! das zu f € X, inverse Gruppenelement. Ab
n > 3 gilt nicht mehr (G4) fiir X,.

O

Definition 1.4: Untergruppe

Es sei (G,o0,e) Gruppe und U C G eine nicht leere Teilmenge von G. Fiir alle
a,bc U gelte aob € U sowie a~' € U. Dann heiBt (U,o,e) Untergruppe von
(G,0,e). Wir sagen auch kiirzer: U ist Untergruppe von G. Hierbei ist e € U ga-
rantiert. (|

Beispiel 1.5:
(i) (Z,+,0) ist eine Untergruppe von (R,+,0).

(ii)) Die Menge aller Matrizen M = (a b

c d) € GL(2,Z) mit Determinante

ad —bc = +1

liefert eine Untergruppe von GL(2,Z). Diese Untergruppe bezeichnet man mit
SL(2,Z). Hierbei steht ,,G“ fiir ,,general” und ,,S“ fiir ,,special®.

O

Satz 1.6: Satz von Lagrange
Es sei G eine Gruppe endlicher Ordnung und U C G eine Untergruppe von G. Dann

|Gl

ist — eine natiirliche Zahl, die auch Index von U in G genannt wird. O

U
Beweis: Es seien a,b,c € G. Wir definieren die Linksnebenklassen
aolU :={aox:xeU},

die wegen e € U ganz G ausschopfen, und zeigen: Zwei Linksnebenklassen ao U,
boU von U sind entweder elementfremd oder identisch. Haben ao U und bo U ein
Element ¢ = aou; = boup mit uy,uy € U gemeinsam, so folgen a = bouy o ufl
und aou="bo(uyou;' ou) € boU fiir jedes u € U, also aoU C boU. Durch Ver-
tauschung der Rollen von a und b folgt auch boU CaoU,alsoaolU =bolU, wenn
beide Linksnebenklassen nicht elementfremd sind.
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Der Satz von Lagrange folgt nun aus Satz 1.2 (c), der die eindeutige Auflosbarkeit
der Gleichungen a ox = b garantiert, so dass jede Linksnebenklasse a o U von U
genau |U| Elemente besitzt. |

Bemerkung 1.7:
Ist G eine Gruppe endlicher Ordnung und U eine Untergruppe von G, so zeigt obiger
Beweis: Der Index |G|/|U| von U in G stimmt mit der Anzahl aller Linksnebenklas-
sen

aoU ={aox:x€U}, (ac G beliebig, aber fest)

von U {iberein. ]
Wir bilden nun die von einem Element a der Gruppe (G, o, e) erzeugten Potenzen a*:
Beginnend mit ¢” := e definieren wir gemiB a**! := a- ¥ die Potenzen a* zunichst
rekursiv fiir alle k € Np, und dann mit a=* := (a~")¥ auch fiir negative Exponenten
—k < 0. Da die Elemente a,a”', e in Mehrfachprodukten miteinander vertauschbar
sind, gilt

alod* =a’**  fiir alle j k€ Z. (1.1

Wegen (1.1) ist
U(a):={d":neZ} (1.2)

eine Untergruppe von G, die von a erzeugte zyklische Untergruppe. Wir nennen
|U(a)| die Ordnung von a (in G).

Wegen (1.1) ist U(a) abelsche Untergruppe von G. Wir nehmen an, G habe endliche
Ordnung. Dann gibt es Exponenten 0 < j < k mit @/ = a¥, und wegen (1.1) folgt
hieraus a” = e fiir h := k — j € N. Ist h > 1 der kleinste natiirliche Exponent mit
a"=eundne€Z,sogiltn=k-h+rmit0<r<h—1 fiir die groBte ganze Zahl
k< % Wir erhalten damit

4t = ak-thr _ (ah)koar —cod = ar,

so dass unter Beachtung der Minimalitét von /4 gilt:
Ula) ={d’d',...d" "}, |U(a)|=nh. (1.3)

Nach Satz 1.6 ist & ein Teiler von |G|. Somit gilt

Satz 1.8:
alSl = e fiir jedes a aus einer endlichen Gruppe (G, o, e). O

Beweis: Nach Satz 1.6 ist die Ordnung /& von a ein Teiler von |G|. Es folgt

alél = (ah)\G\/h — lGl/h —
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1.2 Ringe

Definition 1.9: Ring

Eine algebraische Struktur (R, +,-) (oder kurz R) mit einer additiven Verkniipfung
4+ : R X R — R und einer multiplikativen Verkniipfung - : R X R — R heifit ein Ring,
wenn gilt:

(R1) (R,+,") ist abelsche Gruppe mit dem Nullelement O und dem zu a € R entge-
gengesetzten Element —a mit a+ (—a) = 0.

R2) (a-b)-c=a-(b-c) fir alle a,b,c €R.

(R3) Es gelten die Distributivgesetze

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)=ab+ac sowie

(b+c)-a=(b-a)+(c-a) =ba+ca fir alle a,b,c €R.
Das Zeichen ,,“ bindet wie iiblich stdrker als ,,4 (Punkt- vor Strichrechnung) und
wird nicht immer ausgeschrieben.
Gilt zusitzlich
R4) a-b=b-a fir alle a,b€R,

so wird der Ring kommutativ genannt. U

Bemerkung 1.10:
1) Aus den Ringaxiomen (R1) bis (R3) folgert man miihelos fiir alle a,b,c € R die
Rechenregeln:

©a-0 =a-(0+0) = a-0+a-0, und hieraus folgt -0 = 0 nach Satz 1.2 (c),
(G2) (R3)

angewendet auf die Gruppe (R,+,0). Analog folgt 0-a=0 fiirallea € R.

‘0=a-(b+(-b))=a-b+a-(—b),alsoa-(—b) = —a- b, und analog
b

ea-(b—c)=a-(b+(—c))=a-b+a-(—c) =a-b—a-c, und analog mit
den Konventionen b — ¢ := b+ (—c) sowie ,,Punkt- vor Strichrechnung*:
(b—c)-a=b-a—c-a.

[ ) (i aj> . (g bk> = i g ajbk.
j=1 k=1 j=1k=1

2) Enthilt R # {0} ein Element 1 mit 1-a = a-1 = a fiir alle @ € R, so nennen
wir dieses Element Einselement von R. Zwei Einselemente 1 # 1’ kann R dann
wegen

1=1-1"=1

nicht besitzen. Daa-0=0-a = 0 fiir alle a € R gilt, ist iiberdies 1 # 0 garantiert.
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Definition 1.11:

(a) Ein vom Nullring verschiedener kommutativer Ring (R,+, -,0) heiBt Integritits-
bereich, falls gilt:
Fiir alle a,b € R folgt aus a-b = 0 stets a = 0 oder b = 0.

(b) Ein kommutativer Ring (R, +,-,0, 1) mit Einselement 1 # 0 heiit Kérper, wenn
(R\ {0},-,1) (abelsche) Gruppe ist.

g

Bemerkung 1.12:

In einem Integritétsbereich gilt die ,,Kiirzungsregel“ a-b =a'-b = a = d’ fiir alle
a,a’ ;b € Rmitbh #0,daman a-b=d -bnach Bemerkung 1.10 1) auch in der Form
(a—d')-b =0 schreiben kann. O

Beispiel 1.13:

(a) Esist Z mit der iiblichen Addition + und Multiplikation - ein Integritétsbereich,
ebenso
n-Z:={n-k:keZ} (firfestesnecN.

Aber nur fiir n = 1 ist 1 - Z = Z ein Integritétsbereich mit (dem iiblichen) Eins-
element 1.

(b) Jeder Korper, wie z.B. Q,R,C mit den Grundrechenarten, ist auch ein Inte-
grititsbereich mit Einselement.

O

1.3 Aufgaben

Definition zur Vorbereitung der Aufgabe 1.1:

Es seien (G,o) und (G’,0’) Gruppen sowie ¢ : G — G’ eine bijektive Abbildung.
Wir nennen die Abbildung ¢ einen Isomorphismus zwischen den Gruppen G und
G', wenn fiir alle a,b € G folgendes gilt:

@(aob) = g¢(a)o' @(b).

Die Gruppen G und G’ heiBen in diesem Falle isomorph, d.h. strukturgleich.
Zur Bearbeitung der folgenden Ubungsaufgabe beziehen wir uns auf die kurze
Einfiihrung der Permutationsgruppen im Anhang 9.2.
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Aufgabe 1.1: Permutationsgruppen
Es sei (G, o) eine beliebige Gruppe mit |G| = n Elementen. Man zeige, dass G dann
einer Untergruppe der vollen Permutationsgruppe X, isomorph ist.

Hinweis: Betrachte fiir beliebiges aber festes b € G die linksseitige Multiplikation
der Gruppenelemente g1, ..., g, von G mit b.

Bemerkung: Isomorphe Gruppen unterscheiden sich nur hinsichtlich der Bezeich-
nungsweise ihrer Elemente und ihrer Verkniipfung. Die Aufgabe 1 zeigt nun zusétz-
lich, dass die Untergruppen der Permutationsgruppen X, so allgemein sind, dass sie
bereits alle endlichen Gruppen beinhalten!

Losung:
Gegeben ist G = {g1,42, ..., gn } mit |G| = n Elementen. Wir zeigen: G ist einer Un-
tergruppe von X, isomorph.

Zunichst stellen nach Satz 1.2 fiir festes b € G die bo gy, bo g3,..., bo g, eine Per-
mutation der urspriinglichen g1, g2, ... , g, dar, d.h. es gibt zu jedem b € G eine
Permutation 7, € X, mit

bogj=gn; fur alle j=1,...,n,

dain G die Gleichung bo g = afiir alle a,b € G genau eine Losung g besitzt, nimlich
g =b"'oa. Die Abbildung ¢ : G — X, mit ¢ (b) := m, ist somit injektiv.

Betrachte a,b € G. Dann gilt fiiralle j = 1,...,n:

8r,p(j) = (aob)ogj=aoc(bog;)
= aog”b(j) :gﬂzl(ﬂb(]))
= 8(mom)(j)

= §laob)=mom = d(a) o9 (b).
Die Untergruppe von X, ist das Bild
¢(G) ={9(g): g€ G} C Zn.
¢(G) ist Untergruppe von X, wegen

d(ach™ ) =@(a)od(b)' € ¢(G) fir alle a,beG.

Aufgabe 1.2: Ein Ring mit Nullteilern

Es werde &% = { (a b

0 a) ta,be R} mit der komponentenweisen Addition ,,4
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zweier Matrizen und der iiblichen Matrizenmultiplikation ,,* versehen. Man zeige,
dass dadurch ein kommutativer Ring mit Einselement entsteht, der kein Integritéts-
bereich ist. Hierzu bestimme man zwei Nullteiler, d.h. zwei von der Nullmatrix 0
verschiedene Matrizen M,M' € Z mit M -M’' = 0.

Losung:

A= { (8 Z) ta,be R} ist abgeschlossen unter den Rechenoperationen ,,+*, ,,-

! 1./
im vollen Matrizenring (R?>*2, +,-), denn mit (8 Z) , (C(l) Z,) € Z folgt auch

ab abv\ [(a+d b+

<0a)+(0 a’)_( 0 a—|—a’>€%
ab\ (db\ _(db\ (ab\ _ (ad ab'+bd y
O0a 0d) \0d) \Oa) \ 0 ad

Die Matrizenmultiplikation ist bei Beschrinkung auf % kommutativ, auch ist sie
assoziativ. (Z,+) ist abelsche Gruppe mit der entgegengesetzten Matrix

ab —a —b ab
_<Oa>:<0 a)e% zu (Oa)el@

und der Nullmatrix <8 8) € Z% als Nullelement. Die Distributivgesetze gelten

schon allgemeiner in (R?*2,+,-), und der Ring % hat E = (1) ?) als Einselement.
Da <8 é) . (8 (1)> = (8 8) gilt, ist Z kein Integrititsbereich.

Vorbereitung zur Bearbeitung der Aufgaben 1.3 und 1.4:

Hier empfehlen wir fiir den Einstieg den ersten Teil des Anhangs 9.1 zu logischen
Symbolen, Mengen und Abbildungen zu studieren.

Die Aussageform <7 (n) ordne jedem n € N einen Wahrheitswert ,,wahr“ oder
»falsch® zu. Dann gilt das folgende Induktionsprinzip:

Wenn der Induktionsanfang .27 (1) wahr ist und der Induktionsschluss
o (n) = o (n+1)

fiir alle n € N gilt, dann folgt bereits <7 (n) fiir alle n € N.
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Aufgabe 1.3: Vollstiindige Induktion
Aus dem vorigen Induktionsprinzip sollen zwei Varianten hergeleitet werden.

(a) Es sei #(n) eine Aussageform fiir die natiirlichen Zahlen n und es bezeichne
N, :={1,2,...,n} die Menge der ersten n natiirlichen Zahlen. Man zeige:

Wenn der Induktionsanfang Z8(1) wahr ist und zudem
(VkeN, : Bk)) = Bn+1)
fiir alle n € N gilt, dann folgt #(n) fiir alle n € N.

(b) Es sei ko € Z fest gewihlt. Die Aussageform (k) ordne jeder ganzen Zahl
k > ko einen Wahrheitswert ,,waht* oder ,,falsch zu. Man zeige:

Wenn der Induktionsanfang (ko) wahr ist und fiir alle ganzen Zahlen k > ko
der Induktionsschluss #(k) = Z(k+ 1) gilt, dann folgt #(k) fiir alle ganzen
Zahlen k > kg.

Losung:
Wir verwenden das eingangs formulierte Induktionsprinzip:

(a) Es gelte #(1) und fiir alle n € N:

o (n) = Bn+1) (1.4)

mit &7 (n) 1= /n\ B(k) < (VkeN, : Bk) ) fir n € N. Es gilt o7 (1) wegen
k=1
(1), und nach Definition von ¢/ fiir alle n € N die Aquivalenz
dn+1)e (An)ANBn+1)),

so dass o7 (n+ 1) wegen (1.4) fiir alle n € N aus 7 (n) folgt. Nach dem Induk-
tionsprinzip gelten dann <7 (n) sowie A(n) fiir alle n € N.

(b) folgt einfach, indem man die Aussageform (k) durch die Aussageform
o (n) = Bko+n—1) mit n € N ersetzt und dann auf 7 (n) Induktion an-
wendet.

Aufgabe 1.4: Fibonacci-Folge, Teil 1

Die Folge (f,)nen, der Fibonacci-Zahlen ist rekursiv definiert durch die beiden An-
fangswerte fo = 0, f1 = 1 sowie fiir alle n € Ny durch die Rekursionsbeziehung
Sfu+2 = fur1 + fu- Zusitzlich definieren wir noch f_; := 1.
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(a) Man zeige induktiv fiir alle n € Ny: L1 = (frer I
“\10 o Ja-i '
und damit f,1 o1 — f2 = (—1)".

1++5

(b) Mit den Eigenwerten Ay := 5

der Matrix A := (1

1 . .
| 0) und mit den Eigen-

vektoren x, = ( ) zu den Eigenwerten A zeige man

1
A
fort =Apfu+ A2 =A_f,+ AL fiir alle neNp.

(c) Aus (b) leite man die Binetsche Formel her:

1+v5\" (1=v5\"]
<2> ( 5 > ] fir alle neNp.

(d) Man zeige fiir alle x € R mit |x| < @:

R
V5

fn:

Cl—x—x2

mit absoluter Konvergenz der linksstehenden Reihe.

Losung:

(a) Wir zeigen induktiv:

G (l))n:<f;}:1 fnfn1> fiir alle n € Ny. (1.5)
Induktionsanfang:

11\’ [10\ (A fo

1o/ ~\ot) \fofu)

fn+1 fn

11\"
Indukti hme: Fiir ein n € Ny sei =
nduktionsannahme n 0 (] 0) < o

> bereits gezeigt.
Dann folgt

1
11 " — fn+l fn 11 = fn+1 +fn fn+1 — fn+2 fn+l
10 o a1 10 Jot o1t Jfu Jov1 Ja ’
wobei noch f| = fo+ f-1 zu beachten ist. Damit folgt (1.5). Aus dem Multi-

plikationssatz fiir Determinanten und (1.5) folgt (—1)" = f,,1f,—1 — f> fiir alle
n € Ny.
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(b) Mit A4 = 112\6 gilt7L++ll,7L+~7L1.Hierausfolgtfﬁrxi( ;L >:
—Ax

11 1-A A 1
b (= ()~ ()2 () -2

und somit aus (a) fiir alle n € Ny:

An( 1 > _ <fn+1 fn > < 1 > _ <fn+1 _A¢fn> — " ( 1 >
_)VZF fn fn—l —)q: fn - A:an—l = —)vq:
Die Betrachtung der ersten Komponenten liefert f,, 1 = A f, + AL

(c) Aus (b) folgt A, f, + A" = A_f,, + A}, also wegen Ay —A_ = /5 und wegen
= A=A

A —A
(d) Aus der Binetschen Formel folgt

1+v5 1 V5-1
r}grolo\/fnfl+f 7 mit 2

die Binetsche Formel.

Somit ist R = @ der Konvergenzradius der Potenzreihe Y f,x", die fiir
n=0
|x| < R absolut konvergiert. Es folgt fiir |x| < R:

oo

(1 _x_xz) ifnxn = Z(fnxn _fnanrl _fnxn+2)
n=0

n=0
=Y fid =Y ficrd = Y fiad
k=0 k=1 k=2
=fox’ + fix' = fox' + Y (e = fieor — fr2)¥ =1x,
=2

wobei der letzte Schritt aus der Rekursionsformel f; = fi—| + fx—o folgt.



Lektion 2

Euklidischer Algorithmus und Fundamentalsatz
der Arithmetik

Die Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen mit
Hilfe des Euklidischen Algorithmus geht bis in die Antike zuriick. Wie wir noch
sehen werden, reicht die Bedeutung des Euklidischen Algorithmus weit iiber die-
se einfache Aufgabenstellung hinaus. In dieser Lektion fiihren wir zunédchst den
einfachen Euklidischen Algorithmus mit dem Ziel ein, den Fundamentalsatz der
Arithmetik zu beweisen. Dieser besagt, dass sich jede naiirliche Zahl grofler als 1
abgesehen von der Reihenfolge der Faktoren eindeutig in ein Produkt von Primzah-
len zerlegen lasst.

2.1 Euklidischer Algorithmus

Definition 2.1: Gaufi-Klammer
Die GauB-Klammer |x| := max{k € Z: k < x} einer reellen Zahl x bezeichnet die
grofite ganze Zahl k < x.
Die Gauf3-Klammer einer reellen Zahl x ist somit diejenige ganze Zahl k, die durch
die Ungleichungskette

k<x<k+1 (2.1

eindeutig bestimmt ist. (|

Bemerkung 2.2:
1) Die GauB3-Klammer ldsst die ganzen Zahlen unverédndert, die nicht ganzen Zah-
len werden dagegen stets abgerundet, z. B. ist

[0.75] =0 und |-0.5]=-1.

2) Entsprechend definiert man [x] := min{k € Z : k > x} fiir x € R durch Aufrun-
den, wobei [x] = —| —x] gilt.

13
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O

Graphische Darstellung der Gauf-Klammer

y
492 -—
1 —
-3 2 -1 0 1 2 x

Abbildung 2.1: Graphische Darstellung der Funktion y = | x|

Definition 2.3: Teiler

(a) Es seien d,k € Z mit d # 0. Wir nennen d einen Teiler von k und schreiben
dafiir d|k, wenn es ein m € Z gibt mit k = m-d. Es ist dann m = § ganzzahlig.

(b) Es seien a und b ganze Zahlen, die nicht beide Null sind. Dann bezeichnen
wir mit ggT (a,b) den groBten gemeinsamen Teiler von a und b. Im Falle
g¢T (a,b) = 1 nennen wir a und b teilerfremd.

O

Bemerkung: Da a und b nicht beide verschwinden, gilt |d| < max(|al, |b|) fiir jeden
gemeinsamen Teiler d € Z \ {0} von a und b. Zudem ist 1 ein gemeinsamer natiirli-
cher Teiler von a und b. Somit ist die Menge aller gemeinsamer Teiler von a und b
endlich und ggT (a,b) eine wohldefinierte natiirliche Zahl.

Zur Berechnung von ggT (a,b) beginnen wir mit dem

Satz 2.4:
Fiir je zwei Zahlen a € Z und b € N hat man eine eindeutige Darstellung der Form
a:q~b+rmitq€ZundO§r<b.Hierbeigiltq:L%J. O
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Bemerkung: Der Satz beschreibt die Division von a durch b mit Hilfe des Divi-
sionskoeffizienten g = L%J und des Divisionsrestes r € Nj.

Beweis des Satzes 2.4: Wir zeigen zuerst, dass g := L%J und r:=a—q-b eine

gewlinschte Darstellung liefern:
Aus der Definition 2.1 der Gauf3-Klammer folgt, siehe dort (2.1):

EJ < g < [ZJ ¥l 2.2)

Die linke Ungleichung von (2.2) ergibt
a a
=a—|-|-b>a——--b=0
T [bJ =47 ’
und die rechte Ungleichung
a
<a—(5-1)-b=n.
r<a (b

SchlieBlich folgt eindeutig fiir jede Darstellung a = ¢’ - b+ 7' mit ¢’ € Z und

0<7 <b:
a ! rl ! r/ /
5= |7 +5] =7+ (5=~
A _
r=a b}Jb T
| |
Satz 2.5:

Die ganzen Zahlen a, b mdgen nicht beide verschwinden. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(2) ggT (a,b) = geT (b,a).
(b) Die gemeinsamen Teiler des Zahlenpaares a, b sind dieselben wie die des Zah-
lenpaares a, |b|.
Insbesondere gilt ggT (a,b) = ggT (a,|b]).

(¢) Fiir b € N setzen wir r :== a— || - b. Dann sind die gemeinsamen Teiler des
Zahlenpaares a, b dieselben wie die des Zahlenpaares b, r.

Insbesondere gilt ggT (a,b) = ggT (b,r).

(d) Fiir b € N sind die gemeinsamen Teiler des Zahlenpaares b, 0 genau die Teiler
von b, und insbesondere gilt

geT (b,0) =b.
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Beweis: Die Aussagen (a), (b) und (d) ergeben sich direkt aus Definition 2.3, so
dass wir uns auf den Nachweis von (c) beschrianken kénnen:

Es sei d ein gemeinsamer Teiler von a und b, a = da, b = db mit a, b € 7. Dann gilt
auchr=a—|a/b|b=d(a— |a/b|b) mitd|r.

Ist umgekehrt d’ gemeinsamer Teiler von b und r, so gilt &'|(r+ |a/b] b), d.h. d'|a.

Insbesondere stimmt der grofite gemeinsame Teiler von a und b mit dem von b und
r liberein. |

Formulierung des Euklidischen Algorithmus

Die Sitze 2.4 und 2.5 bilden das Fundament fiir den Euklidischen Algorithmus zur
Berechnung von ggT (a,b):

Gegeben ist ein Paar a”, b” ganzer Zahlen, nicht beide Null, wobei auf deren Rei-
henfolge zu achten ist. Wir beginnen mit zwei Startschritten geméaf Satz 2.5 (a), (b):

Schritt 1: Wir ersetzen das Paar a”, b” durch &', b’ mita’ = a”, b’ = b" fiir b’ #0
bzw. d' =b", b =d" fiir b" = 0.

Schritt 2: Wir ersetzen das Paar o/, b’ durch a, b mit a = d’, b = |b’|. Nun ist
g¢T (a’,b") = ggT (a,b) mit a € Z, b € N. Fiir den Startindex j = 1 de-
finieren wir nun das aktuelle Zahlenpaar r;_1, r; gemiB r;_1 = ro = b,

rj=ri=a—>b|%|. Fiir spitere Zwecke geeignet sei gp = | 4].

Schritt 3: Solange r; > 0 bleibt, berechnen wir rekursiv, beginnend mit j = 1, die

GroBen
_ |l _
q; = » Tkl = Tj-1—4;T;j.
rj

t
Dann gilt nach Satz 2.4: Das Schema aus Schritt 3 endet fiir einen Abbruchindex
n, > 1 mit dem Divisionsrest r,, = 0, denn die Folge der Divisionsreste r; nimmt
in jedem Schritt echt ab:

ro>ry > ...>h, 1 > = 0.
Nach Satz 2.5(c) gilt

geT (a,b) = ggT (rj-1,rj) = rp,—1 firj=1,.. n,,
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und zudem stimmen die gemeinsamen Teiler von a, b mit den Teilern von r,,,_| =
g¢T (a,b) iiberein. Somit gilt der

Satz 2.6:

Fiir a,b € Z mit |a| +|b| > 0 haben wir d|ggT (a,b) fiir jeden gemeinsamen Teiler
dvona,b. O
Beispiel 2.7:

Wir bestimmen ggT (138,462) fiir a = 138 und b = 462, und starten den Algorith-
mus mit ro = b =462, gy = {%J = 0 sowie r; = a — gob = 138 unter Beachtung
von ggT (138,462) = ggT (ro,r1) = ggT (462,138):

Schlusskette: ggT (462, 138)
462 =3-138+48 — goT (138,48)
138 =248 +42 = goT (48,42)
48=1-42+6 — goT (42,6)
42=17-640. = ggT (6,0) =6.

Da 6 der letzte von 0 verschiedene Divisionsrest ist, folgt ggT (138,462) = 6.

Wir stellen den Algorithmus als einfaches Rechenschema dar:
Der Abbruchindex ist n, = 5, und fiir 1 < j < n, —1 =4 sind die Divisionskoeffi-

. ri_ . . e ..
zienten q; = {;—IJ mit der Rekursion r;;1 = rj_1 — q;r; der Divisionsreste erklért:
J

JI i | 7

0 0 [462 qo = |138/462| =0,
1 3 [138 q1 = [462/138] = 3,
2[ 2 |48 g = |138/48] =2,
3 1 | 42 g3 = |48/42] =1,
47 16 g = |42/6] =1.
5 — [ o

O

In diesem Beispiel durchlaufen wir nun, beginnend mit der Darstellung des grofiten
gemeinsamen Teilers im vorletzten Schritt, den Euklidischen Algorithmus in um-
gekehrter Reihenfolge, indem wir schrittweise den kleinsten auftretenden Rest 74
mit dem groBten Index j+ 1 durch r;_; — g;r; ersetzen. Auf diese Weise erhalten
wir
6=48—-1-42=48—-1-(138—2-48)
=—1-138+3-48=—1-138+3-(462—3-138)
= —10-138+43-462,

also:
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2gT (138,462) = 6 = —10- 138 +3-462.

Fiihrt man dieses Verfahren allgemein durch, so erhilt man den

Satz 2.8:
Fiir a,b € Z mit |a| +|b| > 0 gibt es ganze Zahlen A, u mit ggT (a,b) = Aa+ ub.
U

Beweis: Die Menge (a,b) := {xa+yb : x,y € Z} bildet einen eigenstindigen Un-
terring von (Z,+,-,0), der @ und b enthilt. Es ist nicht (a,b) = {0}, und folglich
existiert die kleinste positive Zahl g = Aa+ b in (a,b) mit Koeffizienten A, u € Z.
Aus der Darstellung von g folgt sofort

geT (a,b)|g. (2.3)

Nach Satz 2.4 gibt es ganze Zahlen ¢g,r mit a =¢g-g+r und 0 < r < g. Mit
a,g € (a,b) ist aber auch r =a—q- g € (a,b), und da g minimal ist, folgt r = 0,
d.h. a = q - g. Entsprechend erhalten wir b = ¢’ - g mit passendem ¢’ € Z:

a=q-g, b=q g (2.4)

Aus Satz 2.6 und (2.4) folgt nun g |ggT (a,b), und zusammen mit (2.3):
¢¢T (a,b) = g = Aa+ ub mit passenden A, i € Z.
[ |

Bemerkung: Dieser nichtkonstruktive Beweis ist dem eines allgemeineren Resul-
tates fiir sogenannte Euklidische Ringe nachempfunden, siehe hierzu das Lehrbuch
[12, Kapitel 3, §17]. Der Beweis ist damit eine interessante Alternative zu dem Er-
setzungsverfahren im Anschluss an Beispiel 2.7. Mit Hilfe des sogenannten erwei-
terten Euklidischen Algorithmus erhalten wir im folgenden Abschnitt noch eine
konstruktive Beweisvariante. (|

Die folgende Zusammenfassung prige man sich gut ein:

Satz 2.9:
Es sei a,b € Z mit |a| + |b| > 0.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) d|ggT (a,b) fiir jeden gemeinsamen Teiler d von a, b.
(b) ggT (a,b) = Aa—+ ub mit passenden A, U € Z.

(c) ggT (a,b) ist die kleinste positive Zahl, die von der Linearform x-a+y-b mit
X,y € Z dargestellt wird, und die Menge

(a,b) ={xa+yb:x,y€Z}
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besteht genau aus den ganzzahligen Vielfachen von ggT (a,b).

(d) Sind speziell a, b teilerfremd, also ggT (a,b) = 1, und gilt alb - ¢ fiir a € Z\{0}
und ¢ € Z, so folgt bereits a|c.

O

Beweis: (a) ist der Satz 2.6 und (b) der weiterreichende Satz 2.8.

Die erste Teilaussage von (c) haben wir im Beweis von Satz 2.8 gezeigt. Es sei
k=xa+yb € (a,b) mit x,y € Z. Nach Satz 24 ist k = q- ggT (a,b) + r mit g € Z
und 0 < r < ggT (a,b) sowie r =k —q - ggT (a,b) € (a,b), also muss r = 0 und
k=q-ggT (a,b) sein.

Wir zeigen (d): Bei ggT (a,b) = 1 gibt es nach (b) Zahlen A,y € Z mit Aa+pub=1.
Es folgt mit a|bc, dass ¢ = Aac + pube durch a teilbar ist. |

2.2 Fundamentalsatz der Arithmetik

Definition 2.10: Primzahl, Einheit, Primelement

(a) Jede natiirliche Zahl p > 1, die nur 1 und p als natiirliche Teiler besitzt, nennt
man eine Primzahl.

(b) Eine Zahl € € {+1,—1} heiBt Einheit in Z.
Die Zahlen €p = +£p mit einer Primzahl p nennt man die Primelemente von Z.

O
Satz 2.11:
Ist plab mit p als Primzahl und a,b € N, so gilt p|a oder p|b. Allgemeiner: Gilt
plaia,...a,, dann teilt p zumindest einen Faktor a ; € N des Produktes. O

Beweis: Fiir p { a ist ggT (p,a) = 1 nach Definition der Primzahl p, und es gilt
pla-b. Nach Satz 2.9 (d) ist dann p|b. Die allgemeine Aussage folgt hieraus durch
vollstindige Induktion nach der Anzahl n der Faktoren. |

Satz 2.12: Fundamentalsatz der Arithmetik
Jede natiirliche Zahl n > 1 kann als Produkt von Primzahlen dargestellt werden. Die
Zerlegung in Primzahlen ist bis auf die Anordnung der Primfaktoren eindeutig. [

Beweis: Unter allen Produktzerlegungen von n > 1 mit natiirlichen Faktoren > 2
existiert eine mit maximaler Anzahl r von (moglicherweise mehrfachen) Faktoren,
etwa
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n=pip2...pr, reEN, (2.5)

denn es gilt n > 2", und die Folge (2") ke 18t streng monoton wachsend und unbe-
schrinkt. Jedes p; > 2 in (2.5) muss Primzahl sein, da wir andernfalls p; = p’; - p/
mit p’j > 2, p}’ > 2 und einer Zerlegung von 7 in r + 1 Faktoren > 2 hitten. Also
ist (2.5) eine Zerlegung von n in Primfaktoren. Nun zeigen wir die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung, indem wir mittels Induktion fiir alle n € N die folgende von n
abhingige Aussage <7 (n) beweisen: Wenn

n=qiq2.--qs;, SEN, (2.6)

und
n=dqg...q;, teN, .7)

zwei Primfaktorzerlegungen von n sind, so stimmen diese bis auf die Reihenfolge
der Faktoren iiberein. Die Aussage stimmt fiir » = 1. Wir nehmen an, dass bei ei-
nem gegebenem n > 2 die Aussage .« (n') fiir alle n’ < n bereits stimmt, und miissen
</ (n) zeigen. Hierfiir nehmen wir zwei Primfaktorzerlegungen (2.6), (2.7) von n an.
Nach Satz 2.11 teilt die Primzahl ¢} einen Primfaktor ¢; in (2.6), so dass ¢} = g;
mit einem j € {1,...,s} gilt. Aus beiden Darstellungen 148t sich die Primzahl ¢
herauskiirzen und hiernach die Induktionsannahme auf #’ := ql,l < n anwenden, d.h.

es gilt &7 (n'). Hieraus folgen weiter s = ¢ sowie die Uberstimmung von (2.6) und

(2.7) bis auf die Reihenfolge der Faktoren, und wir haben 7 (n) gezeigt. |
Satz 2.13:
Es gibt unendlich viele Primzahlen. (]

Beweis nach Euklid: Hitte man nur endlich viele Primzahlen py, ..., ps, so wire

N
n =1+ [] p; > 1 durch kein p; teilbar, sondern durch eine ,neue’ Primzahl p,
j=1

Widerspruch. [ ]

Bemerkung 2.14:

(a) Dem Fundamentalsatz gemdf konnen wir jede natiirliche Zahl n > 1 in der ka-
nonischen Form n = p?' - p3? - ... p% mit paarweise verschiedenen Primzahlen

p; und Exponenten o; € N schreiben. Man darf dabei sogar p; < p2 < ... < p;
voraussetzen, um die Reihenfolge eindeutig festzulegen.

(b) Lisst man alternativ noch o; € Ng sowie r = 0 zu, dann kdnnen wir je zwei
natiirliche Zahlen a, b fiir passend gewihltes r € Ny in der Form

B

LS

a=pl pPp¥, b=pb i ph
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©

mit a; > 0, B ; > 0 und paarweise verschiedenen Primzahlen p; schreiben, j =
1,...,r. Hiermit wird
¢ min(a;,B;)
geT(a,b)=||p; '™
j=1
und
a-b r max(aj,B;)
kgV (a,b) = ——=|]p, 7.
g¢T (a,b) ,r:Il !
Wir nennen kgV (a,b) das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b. Eine
naheliegende Verallgemeinerung von ggT und kgV auf mehrere Argumente
findet der Leser in Aufgabe 5.2.

Beispiel 2.15:
Man bestimme mittels Primfaktorzerlegung:

ggT (2520,1188) sowie kgV (2520,1180).
Losung: Durch einfaches Probieren findet man

2520 =23.32.51.71. 119 sowie
1188 =22-.33.50.70. 111 mit

ggT (2520,1188) =22-32.50.70. 110 = 36,
kgV (2520,1188) =23-3%.5".71. 11" = 83160.

Fiir sehr grofe Zahlen ist die Primfaktorzerlegung viel zu aufwendig oder un-
durchfiihrbar (Zahlen mit einigen Hundert Dezimalstellen), was man sich in der
Kryptographie zu Nutze macht. Der Euklidische Algorithmus zur Berechnung
des ggT ist dagegen sehr effizient!

O

Ist k € Z\{0}, so kann man auch
k=¢g-py-py-...-.ps (s>0)

mit einer Einheit € = £1 und (nicht notwendigerweise verschiedenen) Primele-
menten py,..., ps von Z schreiben, die bis auf die Reihenfolge und das Vorzei-
chen eindeutig sind. Diese Form des Fundamentalsatzes findet eine natiirliche
Verallgemeinerung in Euklidischen Ringen. Man beachte, dass fiir s = 0 das
N
leere Produkt [T p; den Wert 1 enthilt und € kein Primelement in Z ist.
j=1
O
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2.3 Aufgaben

Aufgabe 2.1: Euklidischer Algorithmus
Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus bestimme man ggT(462,390) und kiirze
anschliessend den Bruch 390/462.

Losung:

390
Berechnung von ggT (462,390) und Kiirzung des Bruches 4—62:
Der Algorithmus startet mit

ro=b=2390, a=462, qo= H —1,
rp=a—bgqy=462—-390-1=72.

Tabelle:
MaTr g;= || furj=,
(1) ; 37920 Tj+l =Tj-1 =41
ny =5 1ist der Abbruchindex.
2 2 | 30
31 2 12 Kiirzen des Bruches mit ggT (462,390) =6:
4| 2 6 390 _ 390/6 _ 65
S — 10 462 462/6 771

Aufgabe 2.2: Pythagoreische Zahlentripel
Es sei (a,b,c) € N° ein Pythagoreisches Zahlentripel, d.h. es gelte

a+b*=c2.
Man zeige:

(a) Genau dann sind « und c teilerfremd, wenn b und c teilerfremd sind. Wenn dies
der Fall ist und zudem noch a ungerade ist, dann nennen wir (a, b, ¢) ein primi-
tives Pythagoreisches Zahlentripel.

(b) Man zeige, dass fiir die rationale Zahl s := a%c die folgenden beiden Darstel-
lungen gelten:
a 1 — 52 b 2
c 14527 ¢ 1452
(c) Man zeige mit Hilfe von (a) und (b): Fiir je zwei teilerfremde natiirliche Zahlen
u, v mit u > v, von denen nicht beide ungerade sind, erhilt man ein primitives
Pythagoreisches Zahlentripel (u*> —v?, 2uv, u* +v?), und umgekehrt besitzt jedes
primitive Pythagoreische Zahlentripel (a,b,c) € N3 eine solche Darstellung.
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Losung:
Fiir a,b,c € N sei a> +b> = ¢>. Dann ist (a, b, ¢) Pythagoreisches Tripel.

(a) Es seien a und c teilerfremd. Wir nehmen an, es sei p > 2 ein Primteiler von b
und c. Wegen a*> = (¢ — b)(c +b) gilt dann auch p|a?, denn p ist ein Teiler von
¢ —b. Wir erhalten p|a, da p Primzahl ist, im Widerspruch zur Voraussetzung
ggT (a,c) = 1. Somit gilt ggT (b,c¢) = 1. Aus Symmetriegriinden folgt dann
auch ggT (a,c) = 1 aus ggT (b,c) = 1.

(b) Fiirs=>b/(a+c) gilt

1—-s> (a+c)>—b*  a*+2ac+c*—b?

1+ (a+c)2+h? T @+2ac+ A1 b2
_ d*+2ac+a*  2ala+c) a

A2 42ac+c2 2(atc) ¢

sowie mit einer Rechnung im Nenner wie oben:

2s  2b 1 2b(a+c)
2 ’ 2 212
1+s2 a+c 1+W (a+c)*+b
2blate) b
- 2c(ate) ¢

(c) Fiir u,v € Nmit ggT (u,v) = 1 und 2|u- v sowie u > v sei
d =u? —vz, b i=2u, = u? +12.
Dann gilt
AP0 = (PP L b =it 2Pt = 2

und (d',b',¢) ist Pythagoreisches Tripel.

Aus u > vund u,v € N folgt dabei a’,b’, ¢’ € N. Wegen ggT (u,v) =1 und 2|u-v
ist @’ ungerade. Wir nehmen an, es sei p > 3 ein Primteiler von &’ und ¢’. Dann
folgen p|c’ +d' und p|c¢' —d', also p|2u?, p|2v?, und damit auch p|ggT (u,v),

ein Widerspruch. Somit ist (#? —v?, 2uv, u®> +v?) ein primitives Pythagoreisches
Tripel.

Nun sei umgekehrt das gegebene Pythagoreisches Tripel (a,b,c) als primitiv
vorausgesetzt. Dann gilt

b v
s i u mit u,v €N, ggT (u,v)

Aus (b) folgt
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g_l—sz_uz—v2 é_ 2s 2wy
¢ 1452 w2+ ¢ 1452 w2+

(2.8)

Wiren a =2k+1, b =2m+ 1 mit k,m € Ny beide ungerade, so hitten wir

k(k—+1
a2:1+8%, b =1+8

m(m+1)
2 b

und ¢? = a® 4 b*> = 2 (4) wiire zwar gerade, aber nicht durch 4 teilbar, ein Wider-
spruch. Also ist b gerade, und a,c miissen ungerade sein. Aus der Darstellung

(2.8) folgt cuv = b#, und hieraus, dass « und v nicht beide ungerade sind.

Es folgt 2|uv, und zusammen mit u > v, ggT (u,v) = 1 wie zuvor gezeigt, dass
(u? —v?,2uv,u® +v?) ein primitives Pythagoreisches Tripel ist. nach Vorausset-
zung ist aber auch (a,b,c) ein primitives Pythagoreisches Tripel. Wir erhalten
somit aus (2.8):

a=u’—v’, b=2uv, c=u’+V*
Aufgabe 2.3: Fibonacci-Folge, Teil 2
Wir erinnern an die Definition der Fibonacci-Folge (f,)nen, mit den Fibonacci-

Zahlen fo =0, f1 = 1 sowie f,12 = fut1 + f, fiir alle n € Ny, siehe Lektion 1,
Aufgabe 1.4. Zusitzlich definieren wir noch f_; := 1.

(a) Man zeige fiir alle b € Ny: ggT(fp, fo1) = 1.
Hinweis: Lektion 1, Aufgabe 1.4 (a).

(b) Man zeige fiir alle b, 7 € No: fyrr = for1fr+ fofro1-
b+r b r
Hinweis: 11 _ (1) (11
inweis: | | =110 10) -
(c) Mit Hilfe von (a) und (b) zeige man fiir alle » € N und ¢, r € Ny:

28T (fo, fr) = 2T (fos forr) > C&T(foyprr f5) = 88T (for, fr)

und schlieBlich mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus:

2eT(fa fo) = fagT(ap firallea€No,beN.

Losung:
f1=1, fo=0, fi=1, foi2=for1+fn flrallenecNy.

n
Lektion 1, Aufgabe 1.4 (a) liefert PINT_ (far fiir alle n € Ny .
10 o fn
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n
@) fur1fo1—f2=Det (G (1)) ) = (—1)" fiir alle n € Ny. Ersetzen wir n durch
b € Ny, so folgt fiir A := (= 1) f,_y, u:= (=10 f, € Z:

Afpri+ufp=1, dh  geT (fpr1,/p) = 1.

(b) Wir haben fiir alle b,r € Ny mit A := G (1)> :

AP — (fb+r+1 Jotr ) _AbA
fb+r fb+r7]

_ (fb+1 Jv ) (fr+1 fr )
fo Jo—1) \ fr fra1

_ (fb+1fr+] + fofr fb+1fr+fbfrl>
Tofrst + foife Fofr+ fo-1fr-1)’

und hieraus fp i, = fpi1fr + fofr-1-

(c) Esseien b € N, g,r € Ny. Nach (b) ist jeder gemeinsame Teiler von f;, und f
auch ein gemeinsamer Teiler von f, und f3 . Umgekehrt gelte d|f;, und d|fp
Aus foi1fr = foar — fofr—1 folgt dann auch d|fp.1 - f, und hieraus d|f,, denn
wegen d|f, und ggT (fp, fp+1) = 1 ist d auch zu fp teilerfremd. Damit haben
fp» und f, dieselben Teiler wie f;, und f;,, insbesondere gilt

geT (fo, fr) = 22T (fo, fo4r)-

Induktion bzgl. ¢ € Ny liefert nun

88T (fap+r: fb) = 88T (fp, fy) fiiralle b € N,g,r € No. 2.9
Wir wenden auf a € Ny, b € N den Euklidischen Algorithmus mit Abbruchindex
n, an:
a
ro:=b, qo:= bJ , ri=a—qob,

rit1 ="rj—1—4gjrj fﬁrqj = \"HJ undj: 1,...,1’1*— 17
Tj
rn,—1 = ggT (aab)a rn, = 0.
Wir erhalten der Reihe nach aus (2.9):

geT (fas fo) = 28T (fyobrry» fo) = 28T (fo, fry) = 2€T (frgs 1),

sowie fiir j =1,...,n, — 1:

ggT (frjflvfrj) :ggT (qu'rj+rj+17frj) = ggT (frjvfr]url)'
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Hieraus folgt endlich

ggT (favfb) =ggT (frn*,la ffn* ) = frn*—l = fggT (a,b)"
=

Aufgabe 2.4: Eigenschaften der oberen und unteren Gauf-Klammer
Man zeige, dass fiir jede reelle Zahl x gilt:

(@ |[x]<x<|x]+1, x—-1<|x]<x, 0<x—|x|] <1,
insbesondere ist |x| die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich x.

(b) |x+k|]=|x|+k firallekeZ,

© m - {MJ fiirallene N,

n

(d) Fiir [x] := —|—x] ist

[x]—-1<x<[x], x<[x]<x+1, 0<[x]—-x<1,

insbesondere ist [x]| die kleinste ganze Zahl groBer oder gleich x.

Losung:
Es sei x € R. Dann ist |x| (ganzzahliger Anteil von x) diejenige ganze Zahl j, fiir
die gilt:

J<x<j+1 (2.10)

(a) Die erste Ungleichungskette entspricht (2.10), d.h. |x| <x < [x] +1 fiir j = |x],
und die beiden anderen sind Umformulierungen dieser Ungleichungen.

(b) Aus (a) bzw. (2.10) folgt fiir k € Z:
x| +k<x+k<(|x]+k)+1
mit der ganzen Zahl |x| + &, d.h. |[x+k| = |x] +k fiir alle k € Z.

(¢) Fiir n € N ist zundchst nach (a):
) {MJ <o
n n n

und aus x < |x] + 1 in (a) erhalten wir

2) %< ij—i—l.

Aus der zweiten Ungleichungskette in (a) folgt
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o[ (S 1) <

und aus der Ganzzahligkeit von n FXJJ sowie |x| — n die Ungleichung
n

n {MJ > |x|—n+1.
n
Die letzte Ungleichung schreiben wir in der dquivalenten Form

3 AT “’CJJH.

n | n

Wir erhalten endlich {MJ < d < {MJ + 1 aus 1) bis 3), d.h.
n n

He!

(d) folgt aus (a), indem man dort x durch —x ersetzt.

Aufgabe 2.5: Die hochsten Primzahlpotenzteiler von n!
Es sei p eine Primzahl, n eine nichtnegative ganze Zahl und a,(n) die groite ganze
Zahl o > 0, fiir die p® ein Teiler von n! ist. Man zeige

Losung:

Die Summe in der zu beweisenden Formel muf3 nur iiber die endlich vielen k mit
P < n erstreckt werden. Wir beweisen die Formel durch Induktion nach 7.

Fiir n = 0 stimmt sie mit dem Wert a,(1) = 0, wobei 0! = 1 zu beachten ist. Nun
nehmen wir an, es sei n eine natiirliche Zahl mit

a,m =¥ | %]

p

fiir alle ganzen Zahlen m mit 0 < m < n. Da p eine Primzahl ist, kénnen wir zur
Berechnung von a,(n) all diejenigen Faktoren d aus dem Produkt

n! = ﬁd
d=1

streichen, die nicht durch p teilbar sind, so dass po‘l’("> auch die hochste Potenz von
p wird, welche das Produkt
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IT (i) =p"? - [n/p)

j<n/p

i =[] +a(|2]).

Nach der Induktionsannahme mit der Wahl von m = |n/p| < n und der zuvor
gelosten Aufgabe 2.4(c) erhalten wir

wo=[3 ]+ 2[5 =Gl 2 ]2 )

so dass auch der Induktionsschritt gezeigt ist.

teilt. Hieraus folgt




Lektion 3

Erweiterter Euklidischer Algorithmus und
Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen

Jede rationale Zahl ldsst sich als endlicher Kettenbruch

1

qo+
q1+

92+ .
T+

K

qgj—11T —

g

1

mit go € Z und qy,...,q; € N darstellen, wie wir in diesem Abschnitt mit Hilfe des
Euklidischen Algorithmus zeigen werden. Mit der Zusatzforderung g; > 1 erhilt
man liberdies die Eindeutigkeit dieser Darstellung. Eine natiirliche Erweiterung des
Euklidischen Algorithmus wird uns dabei sogar unendliche Kettenbruchentwick-
lungen fiir alle reellen Irrationalzahlen liefern, die sich ohne weitere Einschriankung
als eindeutig erweisen. Wir zeigen in diesem Abschnitt auf, wie sich mit ihrer Hilfe
die bestmoglichen rationalen Approximationen der reellen Zahlen gewinnen las-
sen. Insbesondere werden wir im Abschnitt 8 bei den rationalen Approximationen
der reell quadratischen Irrationalzahlen auf dieses Thema zuriickkommen. Letzte-
re Thematik hidngt eng mit der Theorie der sogenannten indefiniten quadratischen
Formen zusammen und erweist sich fiir eine Einfiihrung in die elementare Zahlen-
theorie als interessant.

Als Lektiire zur Vertiefung empfehlen wir die Lehrbiicher von Hardy/Wright [3,
Chapter X], Niven/Zuckerman [6, Band 47, Abschnitt 7], Oswald und Steuding [&],
Steuding [1 1] sowie Perron’s zeitlose Monographie [9]. Diese Literaturquellen ha-
ben uns als Inspiration gedient. In dem Buch von Aigner und Ziegler [, Chapter
6] findet man zudem interessante Irrationalititsbeweise fiir 72 und somit auch fiir 7
sowie fiir ¢" mit r € Q\ {0} .

29
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3.1 Erweiterter Euklidischer Algorithmus und Kettenbriiche

Definition 3.1: endliche Kettenbriiche
Fiir A9 € R und positive reelle Zahlen Ay, ..., A; definieren wir den Kettenbruch

(Ao, A1, s Aj) = A0+ I
A
1+/'Lz+ . 1
%
induktiv geméal
=N, 717"'&' = + 5 € N.
o) =2, o) i= Dot s
O
Satz 3.2:
Fiir alle Ao € Rund alle 4;,...,4; >0, j€N, gilt
<A'ﬂ7)tlv"'7)t’j> = <A'07<7Lla"'7)t’j>>7
und fiir j > 2 iiberdies
1
<).0,2,1,...,2,j> = <)~Oa~-~>)tj—27)~j—1 + T>
J
O
Beweis: Wegen
1
<)~07}L17“'7}'j> - )‘OJf— m - <)~07<2’177)’]>>

folgt die erste Teilaussage des Satzes sofort aus der Definition 3.1. Setzen wir spe-

ziell j =2, so erhalten wir wegen
1
(A0, A1,42) = (Ao, (A1, 42)) = (Ao, A1 + )T2>

bereits den Induktionsanfang fiir die zweite Teilaussage. Wir nehmen an, die zweite
Teilaussage sei fiir ein j > 2 bereits giiltig. Dann gilt sie auch fiir j 4 1 wegen
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<)~072'13"'72'j7)’j+1> = <a07<117“‘7)‘j7)‘j+1>> !
= (Ao, (M,...;Aj—1,Aj+>—)) (Induktionsannahme)

lliﬂ
= <Ao,ll,...,lj_1,)uj—|- T)
j+1
fiir alle Ap € R und alle A,...,A;41 > 0. [ ]

Bei Verwendung der Klammer-Notation fiir Kettenbriiche lassen sich mit Hilfe von
Satz 3.2 endliche Kettenbriiche besonders einfach berechnen, z.B. erhalten wir

1 7 310
1,23)=(1,24=)=(1, =) =142 =—.
<773> <? 3> <73> 7 7

Satz 3.3:
Fiir j € N seien Ay € R sowie Ay,...,A;_1 > O reell. Setze A := (Ay,...,Aj_1) € R/

fiir j > 2 bzw. A := (Ap) fiir j = 1 sowie T}, T(Aw((]))}) ((1))”1 ) mit
= 1 j—1

Tipg) = ((1) Af) fiir j >2,00=1, 01 = Ay, 7o = 0, 71 = 1 und iterativ

Ok+1 = Ok—1 + MOk,  Top1 = Te—1 + ATk

fiir 1 <k < j. Dann gilt:

Oi_1 Oj
a) T, = 7 7.
@ T (le Tj)

: _OxtOoj1
(b) <AO,}¥17...731171,X>— zj+1j71 fiir x > 0.
1V (x—
(©) <AO’)’17""2’]—1>X>_<AO,/11,-.-,2,1'_1,x/>: ( 1) (X x)

(Tix+7-1)(7x + 7j1)
fiir x,x’ > 0.

Beweis: Wir fiihren den Beweis von (a) und (b) durch vollstindige Induktion:

(a) Fiir j =1 haben wir T(;) = ((1) 210) = (c:(()) (Zl> aufgrund der Startvorgaben.
1

Ist die Aussage fiir einen Index j > 1 giiltig und setzen wir ' = (A9, A1, ..., )
mit A; > 0, so wird

T, — 0j-10j) 01 _ GjO'j,1+0'j21j _ 0j 0jt1
A Ti—1 Tj lﬂ,j Tj ‘L'j_1+Tj)~j T Tiy1)

(b) Fiir j = 1 ist
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1 ox+0p
<).()7)C> _AO—'_X - T]X+TO .
Wir nehmen an, die zu beweisende Aussage sei fiir einen Index j > 1 giiltig,
wihlen wieder A; > 0 und setzen A= (Ao, A1, ...;Aj). Dann folgt aus Satz 3.2

und unserer Induktionsannahme:

1
<7LQ,/,Ll,...,lj,x> =</'l(),l|,...,lj71,lj—|— ;>

_0i(Aji+3)+0j1 _ (0j-1+40j)x+0; _ Ojr1x+0;

D+t (Gt AT T Tax T
so dass die Aussage auch fiir j+ 1 stimmt.

(c) folgt aus (b) durch direktes Nachrechnen unter Beachtung von

Det T), = (—1)j71 =0;-1Tj— 0;Tj_1-

Einfiihrung des erweiterten Euklidischen Algorithmus

Gegeben sind a, b € R mit b > 0.

1) Wir definieren die Startwerte xo =4, go=|%4], ro=0b, ri=a—b-|%], so=1,
S1 = 4o, to=0, 1 =1.

2) Solange r; # 0 ist, berechnen wir, beginnend mit j = 1, schrittweise die Groen

xj==—, qj=|xj], rpm=rj1—qjrj,
Sj+l =8j-17149jSj, iy =1j-1+4g;ij.

3) Falls r; = 0 fiir j € N gilt, brechen wir den Algorithmus ab und nennen ihn
terminierend mit Abbruchindex n, = n,(a,b) = j. Falls r; # 0 fiir alle j € Ny
definiert ist, nennen wir den Algorithmus infinit und setzen n, = n.(a,b) = oo.

Durch 1) bis 3) ist der erweiterte Euklidische Algorithmus mit Eingabewerten a und
b erklirt. Die Ausgabewerte sind x;, g; mit 0 < j < n, sowie r;, s}, t; mit j € Ny
und j < n,. Ist der Algorithmus terminierend, so nennen wir auch n, € N einen
Ausgabewert.

Bemerkung 3.4:

(a) Ist A > 0 und ersetzen wir die Eingabewerte a, b durch Aa, A b, so bleiben der
Abbruchindex n, € NU {eo} und alle Ausgabewerte mit Ausnahme der r; erhal-
ten; allein die ; miissen durch die neuen Ausgabewerte Ar ; ersetzt werden.
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(b) Setzen wir in Satz 3.3 A; = gy fiir 0 < k < n,, so folgt dort o} = sy, T = £ fiir
k € Ny mit k < n,, wovon wir nun Gebrauch machen:

O
Satz 3.5:
(a) Bsgiltr; > rjp1 > 0fiir 0 < j < n,. Hierbeiist rj 1 = O nur fiir j+1 =n, <o
moglich.

(b) Esgiltx; >1undg; € Nfiir 1 < j <n, sowiexj—quﬁfﬁrlgj—&—l < Ny
J

s . .. .
© <q0a"'7qj717qj> = ;7%11 mit it > 1und Ljit1 > tj fiir 0 < J < R

a .. .
(d) > = (90,-,qj—1,xj) fir 1 <j <n,.

a
(e) Es ist n, genau dann endlich, wenn A rational ist. In diesem Falle gilt die Be-
ziehung x,,, | = g,,—1 mit

a
E = <q0a"'7qn*71>-

Beweis:

(a) Fiir j = 0 haben wir

denn einerseits ist

a a
_ Zl>g—p= =
a b{bJ_a b2 =0,
und andererseits a a
a—bbJ<a—b<Z—l):b,

da wir b > 0 vorausgesetzt haben.
Solange noch r; > 0 fiir einen Index j > 1 ist, also j < n, gilt, erhalten wir zum
einen
ri—1 ri—1
J J
Fjtl =Fj—1— {J rizrj1———-r;j=0,

l"j Vj

und zum anderen

rioq rit
S = g J= . . J= L —
rjy1 =Trj-1 ‘ rjp <rj- . 1 rj=rj.
rj rj

Die Bedingung rj;1 = 0 fiir j+ 1 = n, < oo ist genau die Abbruchbedingung
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fiir den erweiterten Euklidischen Algorithmus.

(b) Aus (a) folgt x; = r’r—’l >1und g; = |x;] > 1 fiir 1 < j<n,. Nuonsein,>1,
X J

n, endlich oder unendlich. Dann existiert x; > 1 mit

e

Fiir einen Index j € Nmit2 < j+1 < n, istauch x;11 > 1 und

1 ri ri_

L it S ol _

— === —q;=x;—|x;].
Xj+1 Tj Tj

(c) Essei0 < j<ny Zunichstistty =1>1=0.Esgilttj, =t;_1+q;-t; >t;

fiir j > 1 wegen g; > 1. Nun beachten wir Bemerkung 3.4 (b) und setzen x = g;
in Satz 3.3 (b). Es folgt

_SjqitSj-1 _ Sjt1

<q07"'7qj—lan> - W - tj+1 :
(d) Aus (b) folgt wegen g; = [x;]:
1 . .
xj=qj+— firl <j+1<n,. (3.1)

Xj+1

Wir zeigen mit vollstindiger Induktion:

a .
EZ(QQ,..,C]J'_17)C/'> firl < j<n,. (3.2)

Fiirjzlundn*>lgiltro>r1>Osowiex1:%>1mit

SR

1
(q0,x1) =qo+— =x0 =
X1

Wenn fiir einen Index j mit 1 < j < n, die Gleichung (3.2) gilt und auch noch
Jj+ 1 < n, bleibt, so folgt mit (3.1) und Satz 3.2:

a 1
E = <q0a - qj-1,9j+ r> = <q07"7Qj717Qj7xj+1>7

J+1
so dass (3.2) auch fiir j+ 1 stimmt.

a

(e) Wenn 7 rational ist, kdnnen wir nach Bemerkung 3.4 (a) voraussetzen, dass

a € Zund b € N gilt. Damit ist der erweiterte Euklidische Algorithmus mit dem
einfachen Euklidischen Algorithmus aus Lektion 2 vertrdglich und terminiert
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mit n, < oo,

Nun sei umgekehrt n,, < oo vorausgesetzt.

Firn, =1 i§t rn=a—>b {%J = 0 und somit xo = go = § = {%J mit § = (qo)-
Fiir n, > 2 ist dagegen r,, = ry,—2 — gn,—17n.—1 = 0 mit x,,,_1 = gn,—1, und
wegen (d) ist

a
& = (40t 1) Q.

Satz 3.6:

(a) Esgilts;tjy1 —tjsj01 = (—1)/ fiir 0 < j < n, mit ggT (s;,¢;) = 1 fiir j € N mit
J < n.. Insbesondere sind fiir 0 < j < n, die Briiche ;J’% aus Satz 3.5 (c) bereits
gekiirzt.

(b) Es gilt j € Ny mit j < n,:
ij—atj = (—l)jrj.

(c) TIst iiberdies n, < o und gilt auch noch a € Z, b € N, so ist s, /t,, = a/b mit
dem gekiirzten Bruch s, /t,, sowie mit ggT (a,b) =1y, _;:

(—1)"*_1 -g¢T (a,b) = bs,,—1 —aty, 1.

Beweis:

(a) Nach Satz 3.3 (a) und Bemerkung 3.4 (b) gilt

_ S Sj+1 . o i
T(‘IO-,~-~-,’1j> - <tj tj+l) mit  Det T(qo,...,qj) = (_])]7

sjth—tjst:(—l)j fir 0<j<ny.

Hieraus folgen auch die iibrigen Behauptungen von (a).

(b) Behauptung (b) stimmt fiir j =0, 1 nach Wahl der Startwerte. Stimmt (b) bis zu
einem j > 1 mit 7; > O und j+ 1 < ny, so ist sie auch fiir j+ 1 erfiillt, denn
ij_H —atjy = b(Sj_1 -‘rqu]') —a(tj_1 —quj)
= (=1 g (1) = (1)

(c) folgtaus (b), indem man dort j =n, — 1, ggT (a,b) =r,,_1 bzw. j=n., r,, =0
einsetzt und den Euklidischen Algorithmus aus Lektion 2 verwendet.
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Beispiel 3.7:

Hier greifen wir das Beispiel 2.7 zur Berechnung von ggT (138,462) noch ein-
mal auf: Fiir die Eingabewerte a = 138, b = 462 erhalten wir folgende Tabelle mit
n, =>3:

Il aj rj sj | tj |bsj—atj=(—1)r;
off 0 |462 1 0 462

1] 3 1381 0O 1 —138

21 2 48 1 3 48

3 1 42 2 7 —42

411 7 6 3 10 6

5 — 0 23 | 77 0

a
qo0 = {EJ = 0’

ro=b=462, ry=a—b-qo =138,
so=1,10=0,51=0,1, =1,

und fiir j =1,...,4:

Tj+1 =Trj-1—4;T}j,
Sj+1 =8j-11+4;Sj;

lit1 =tj-1+4jtj-

Fiir n, < oo ist eine Spalte mit den Werten x; entbehrlich, stattdessen fiigen wir die
Kontrollspalte bs; —at; = (—1)/r; ein.

Hier haben wir

a 138 s5 23 .
ggT (138,462) =3-462—10- 138 = 6, da n, — 1 = 4 gerade ist. O

Fiir die Theorie der Kettenbriiche sind wir in Satz 3.3 vor allem an natiirlichen Zah-
len Ay, ...,A;_ interessiert. Die einfachste Wahl ist Ao, ...,A;_; = 1, was in Verbin-
dung mit 7p =0, 7| = 1 und der Rekursionsvorsicht 71 | = Ty + 74— zur Bildung der
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Fibonacci-Zahlen fiihrt, die in der Theorie der Kettenbriiche eine besondere Rolle
spielen:

Definition 3.8:
Die Fibonacci-Zahlen fj, sind fiir k € Ng rekursiv erklirt gemaB fo =0, f| = 1 sowie
Jfx+1 = frx + fx—1. Eine Liste der Anfangswerte lautet:

kK)o 1 |23 |4|5|6|7|8|9)|10|11|12| 13|14
Je|llO[ 1|1 ]2 3|58 |13[21|34| 55 |89 (144|233(377

Da f; > 1 fiir k > 1 gilt, ist die Folge (fi)x>2 ab k = 2 streng monoton wachsend
und insbesondere unbeschrinkt. O

Beispiel 3.9:

Wir wenden auf die positive der beiden Losungen Ay := # der quadratischen
Gleichung 22 = A + 1 den erweiterten Euklidischen Algorithmus an:

Fira:= A, = % b := 1 erhalten wir die Tabelle

Jl X qj rj S t
0 1+\5 1 1 1 0
2
1 V5 1 V5l 1 1
2 2
2
2 1+V5 1 V51 2 1
2 2
3
; 1++/5 : V5—-1 3 5
2 2
Hier ist n, = oo, denn nach Satz 3.5 (b) ist
Xj - *x-*iﬁ—’—l
T -

fiir j € No mit einer konstanten Folge (x;) jen,. Hierbei ist g; = [x;] = 1 fiir alle
JjE€Ny. Ausrg =1 undrjr—’_1 =x;= @ fiir j € N folgt:
J

J
5-1
rj= <\[ ) fiir alle j € Ny.
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Hierists; =tj;1 = fj41 fiir alle j € N, und Satz 3.6 (b) liefert:

losj— Ay tj=fj1—Av-fj=Al fiiralle j € N. (3.3)
Nun erhalten wir aus (3.3) fiir j € Np:

Ay =22) fro + A2 = Ay =A0) - (A - f5+20) + 227
= (A =A) Ap - fi+As 2!
:M-[(M—A_)-fjui]

Mit (A4 —A-) - fo+ A% = 1 folgt hieraus sofort
(A —A)-fi+Al =21 fiiralle j € Ny,

und somit die Binetsche Formel fiir die Fibonacci-Zahlen:

j j
P (”ﬁ) _<1_\6> firalle j€No.  (3.4)

NG 2 2

O

Definition und Satz 3.10:
Gegeben seien Ay € Z sowie eine unendliche Folge (A;) jen natiirlicher Zahlen 4;.
Dann existiert der sogenannte unendliche Kettenbruch

(Ao, A1, A, o) i= lim (Ao, Ay, .., Aj),
Jjveo

den man auch in der Form

<)‘07)’171’21"-> = )'O+ - 4

schreibt. O

Beweis: Wir setzen x := ),j und wihlen x’ > 1 beliebig im Satz 3.3, und erhalten
unter Beachtung von Satz 3.2:

(A0 Ay ) — (Aos Ay oo Ajy + %) _ R —x)

= (3.5)
Tip1 (T +7j-1)

Im Limes x’ — oo erhalten wir aus (3.5):

_1)j+1

dj:= <A{),Al,...,7tj>—<7L(),Al,...,lj_1>: fiir alle j € N. (3.6)

TjTj+1



3.1 Erweiterter Euklidischer Algorithmus und Kettenbriiche 39
Setzen wir noch dy := (Ag) = Ay, so folgt aus (3.6):

J J (_1)k+l
(Ao, das s hj) =Y de=Ao+ Y, —— 3.7)
k=0 k=1 “k’

Te- Thyl
Nun gilt fiir alle k¥ € N die Monotoniebeziehung

Terl Ttz kw2 Tt A T

> 1
The " Tt 1 Tk Tk
sowie klim #fm = 0. Das Leibniz-Kriterium liefert die Konvergenz der alternieren-
—3o0
den Reihe in (3.7). |
Bemerkung 3.11:

Es gilt 7; > f; fiir j € Ny, so dass die alternierende Reihe in (3.7) sogar absolut
konvergiert. Nach Beispiel 3.9 gilt insbesondere

L V541

1 1 2
+1+...

(1,1,1,.) =1+

Satz 3.12: Eindeutigkeit unendlicher Kettenbriiche
Es seien Ap € Z und A; € N fiir j € N. Dann gilt:

1
Tdoda gy~ oA h22s,..0).

(b) Wirsetzen y; := (Aj,Aj+1,Aj42,...) fiir j € Ng. Dann gilt ; <y; < A;+ 1 und

(@ (Ao, A1,A2,...) =do+

1
Ai=|y;| sowie y;;1 = ——— fiir alle j € Ny.
T =yl
(c) Wendet man den erweiterten Euklidischen Algorithmus auf die Eingabewerte
a=1xp:= (A, A1,A2,...), b:=1 an, so folgen n, = co, x; = y; und g; = A; fiir
alle j € Np:
Der unendliche Kettenbruch hat eine eindeutige Darstellung

(Ao, A1, A2,...) = Ao +
A+

] b
A2+

und er liefert eine Irrationalzahl xg.
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Beweis:

@ (Ao, A1,..,Aj) =X+ ﬁ liefert im Limes j — oo die Behauptung.

(b) Nach (a) gilty; = A;+ y,ﬁ mit

yj+1:Afj+1+<;L >Ai1>1, jeN.

]'+Zalj+37"'>
Hi folgen 0 < : <1,A;j=|y;] sowi :
ieraus folgen — ,Ai=|y] sowieyj; 1 = ——
Vit e Ty =yl
(c) Die Startwerte und die Rekursionsvorschriften stimmen fiir beide Zahlenfolgen
(v)) jen, und (x;) jen,liberein. Somit gelten der Reihe nach

fiir alle j € Np.

Nach Satz 3.5 (e) ist xg irrational mit n, = co.

Bemerkung 3.13:

Es seien 4 € Z, A’ € N sowie x > 1, y > 1 reell. Dann ist (A’,x) > 1, und es gilt
A= [(A,y)] = [(A,A,x)], so dass A sowohl durch (A,y) als auch durch (1,1’ x)
eindeutig bestimmt ist. Wendet man diese Beziehungen schrittweise auf einen end-
lichen Kettenbruch

p:<20,...,lj_1,1> mit A{)GZ, Al,...,lj_leN

fiir j > 2 an, so folgt, dass die rationale Zahl p genau zwei Kettenbruchdarstellungen
besitzt, nimlich

p= <A{)7...,A,j,],1> = <A'Oa"'72'j72az'j71 + 1>7 Jjz 2. (3.8)

Ebenso gilt
(Ao, 1) = (Ao +1), (3.9)

wobei sich jedes p € Q entweder gemiB (3.8) oder (3.9) schreiben ldsst. So liefern
Satz 3.5 (c¢) und Beispiel 3.7:

3
— =(0,3,2,1)=(0,3,3
10 <7)?> <77>7

23

— =1(0,3,2,1,7) =(0,3,2,1,6,1).

= =0, )= )

Nur die Irrationalzahlen besitzen eine eindeutige Darstellung als (unendlicher) Ket-

tenbruch. O
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Satz 3.14:

Fiir eine Irrationalzahl xy wihlen wir a := x¢, b := 1 als Eingabewerte des erweiter-
ten Euklidischen Algorithmus. Seine Ausgabewerte bezeichnen wir wieder mit x;,
gjbzw. rj, s;j, tj fiir j € Ny. Dann folgt xo = (g0, 41,42, -..), genauer fiir alle j € N:

(a) Es gilt
xo0 — {(qo, ---761j—1> =X0— E = (—1)”1:—; fiiralle j e N
mit der streng monoton fallenden positiven Nullfolge (:—J’) e
(b) Fiir die verallgemeinerten Divisionsreste gilt

1 .
ri=——— mit 0<r;<
1jXj+1tj-1 qgj-1j

und der streng monoton fallenden positiven Nullfolge (r;); € N.

(c) Es besteht die Abschitzung

< 1
CIjl,Z

'y
XO—*j
Ij

mit den gekiirzten Niherungsbriichen %’ =(q0,.--,4j—1) ZU Xo.

Beweis:

(a) folgt sofort aus Satz 3.5 (a), (c) und Satz 3.6 (b).

(b) In Satz 3.3 (c) setzen wir A = gy fiir 0 < k < j bzw. 7, = 3 fiir 0 < k < j sowie
x = x;j, und erhalten mit Satz 3.5 (d):

(=1)/ (xj =)
txj )t + 1)

/
x0—{q0,-.,qj—1,X) = (
und fiir ¥ — oo im Limes:

(71)j+1
x0—{q0,--,qj—1) = m

Der Vergleich mit der Teilaussage (a) dieses Satzes liefert

1 1
<

1
< — firalle jeN,

O<rj=——
Tt Ty gt
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womit (7;) jen auch eine streng monoton fallende Nullfolge ist.

(c) folgt direkt aus (a) und (b).

Bemerkung 3.15:

(a) Nach Satz 3.14 (a) stellen die gekiirzten Briiche f—f Néherungsbriiche fiir xq

dar, die abwechselnd kleiner bzw. groBer als xo sind. Diese Briiche liegen bei
ungeradem Index j links von x¢, und bei geradem Index j rechts von xy gemélB

J
Da allgemein ¢; > f; mit der j—ten Fibonacci-Zahl f; und f; ~ % (%)

fiir j — oo gilt, also
(o1 (145
lim | — — =1,
=\ fi V5 2

1
fifirt’

und die j—/ = (qo, ...,qj—1) konvergieren zumindest exponentiell schnell gegen
J

erhalten wir:
Sj
xo—— | <
Ij

X0-

(b) Satz 3.14 (c) ist eine Verschérfung des klassischen Dirichletschen Approxima-
tionssatzes. Dieser besagt, dass fiir jede Irrationalzahl xo unendlich viele ratio-

1 ..
< o und s € Z, t € N existieren.

s . s
nale Zahlen p mit ‘xo —

O

Satz 3.16: Die Medianteneigenschaft /
Gegeben sind u,u’ € Z und v,v' € N mit u'v —uv' = 1. Dann gilt % < %7, und der

. /. . . . /!
sogenannte Mediant i’f@ ist unter allen Briichen § mit § < <G unds€Z,t €N

der einzige mit dem kleinsten Nenner ¢. t

Beweis: Wir zeigen, dass die Ungleichungen

/o !
u_utw-p o (3.10)
v vV - v/

mit den Nebenbedingungen
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o,BeZ und O0<a<v+V 3.11)
die einzige Losung o = B = 0 besitzen.

Die linke Ungleichung von (3.10) ist dquivalent zu u(v+v — a) < v(u+u' — B),
also zu
vB—ua <uv—uw' =1. (3.12)

Entsprechend ist die rechte Ungleichung in (3.10) dquivalent zu
do—VB<1. (3.13)
Fiir o = B = 0 sind (3.12), (3.13) und somit auch (3.10) erfiillt.

Mit (3.12) und (3.13) folgt wegen v,v' > 1 aus o = 0 schon 8 = 0. Wir nehmen
daher o € N an und miissen diese Annahme zum Widerspruch fiihren:

Da ggT (u,v) = 1 ist, wiirde aus v = ua die Beziehung v|a folgen, und hieraus
o = Av, B = Au mit einem A € N, was der Beziehung (3.13) widerspricht.

Mit der Ganzzahligkeit aller GroBen folgt somit v3 — ucr < 0 aus (3.12), d.h.

<

RI™

<<

Dies widerspricht wegen | < "i: der aus (3.13) resultierenden Ungleichung

/
<P
o

<=

Satz 3.17: Satz von den rationalen Bestapproximationen

Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungsweisen von Satz 3.14 gilt fiir alle s € Z
und 7 € N:

Aus ¢t <t sowie aus % #* j—; folgt

|tjixo—s;| <|txo—s| fir j>2.

Dies besagt, dass die Ndherungsbriiche ;l der Kettenbruchentwicklung von xj stets
die besten Approximationen an xy mit rationalen Zahlen liefern. U

Beweis: Wir verwenden hier entscheidend die verallgemeinerten Divisionsreste ry.
Neben der Darstellung in Satz 3.14 (b) brauchen wir

1 = |th0 —Sk‘ fiir alle k € Ny. (3.14)
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Fiir £k = 0 ist dies klar und folgt fiir k € N aus Satz 3.14 (a). Den Fall f = %’ haben
wir ausgeschlossen.

Wegen j > 2 konnen wir ;’—‘1' bilden, denn es ist ;1 > 1.
=

Den Fall, dass f echt zwischen i’%ll und fi liegt, konnen wir nach dem Medianten-

satz 3.16 wegen t < ¢; ebenfalls ausschlieBen.

Nun betrachten wir den moglichen Fall f = if;: und beachten, dass r;_; > r; nach
In

Satz 3.5 (a) gilt. In diesem Falle folgt bereits die Behauptung mit Verwendung von

(3.14) wegens=A-s;_1,t =A-t;_| miteinem A € N:

|txo —s| = A -rj_1 > rj=|tjxo —s,].

Aus Satz 3.3 (b), Bemerkung 3.4 (b) und Satz 3.5 (d) gewinnen wir folgende Dar-
stellungsformel:
_ 5%t

= . 3.15
tixj+tj—1 ( )

X0
Fiir die Position von f miissen wir nun nur noch zwei Fille unterscheiden:

Fall A: ; < 3t und 2 < 4 bzw.

tji—1 t j

s Si—q Ky S

FallB: = > 2" und = > =,
t ti—q t 1

In beiden Fillen haben die beiden Terme #s; — st; und ts;_1 — st;_ dasselbe Vorzei-
chen, und wir erhalten die entscheidende Abschitzung

(tsj—stj)xj+ (tsj—1 —stj_1)

txo—s| = wegen (3.15
|tx0 — s 0 (wegen (3.15))
_ sy = st A fes1 = sty (Fall A bzw. B)
tixj+tj—1
= rjxjlts; —stj|+rjltsj—1 —stj_1] (Satz 3.14 (b))

>rj (wegenx; > 1, |tsj—stj| > 1),
also auch im Falle A bzw. B:

|txo —s| > |tjxo —sj].

Bemerkung 3.18:
Aus Satz 3.17 folgt insbesondere fiir j > 2:
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‘ s’>t s‘ 1|t >
X0 — — —|xo—~-| = —|txo—s
0 t_l‘j 0 t tj 0

Y
X()ff]
Ij

O

Die folgende Version des Approximationssatzes von Hurwitz orientiert sich an Per-
rons Lehrbuch [9, §14].

Satz 3.19: Der Approximationssatz von Hurwitz

Es sei xg eine Irrationalzahl. Hiermit wihlen wir a := xo, b := 1 als Eingabewerte
fiir den erweiterten Euklidischen Algorithmus. Dann gilt:

Von drei aufeinanderfolgenden Néherungsbriichen zu xo hat mindestens einer, sagen
wir j—,’ mit j € N, die Eigenschaft

S 1
xXo——| < . 3.16
s \ﬁtjz. (3.16)
Insbesondere gibt es zu jeder Irrationalzahl xy unendlich viele Néaherungsbriiche
sj/tj, die der Abschitzung (3.16) gentigen. U

Beweis: Fiir jedes j > 1 finden wir nach Satz 3.14(a), (b) genau eine Zahl 5j mit

4 S,
xo—t*:(_l)JJrlTZj’ 0<g; <1 (.17)
J J

Aus (3.17) folgt unter Beachtung von Satz 3.6 (a) fiir j > 2:

5j 51;1 ; S ; Si—1
T L) g = 2 = (=) g — 2
tjg 1]2-71 ( ) 0 t ( ) 0 to

— <1y (Sf_sn) _ !
tj 11 titj—q ’
was wir auch in folgender Form schreiben koénnen:
tj 2 tj .
5j_1 — —_74—5]':0, j>2. (3.18)
tj—1 ti—1

Dies ist eine quadratische Gleichung in 7;/f;_1, und deren Auflosung ergibt mit
Oj € {1, —1}2

o _1405y1-48;8-1 tjoq _ 1-05y/1-48;61 (3.19)

tji—q 26j_1 ’ 1; 25]

Fiir natiirliche Zahlen k > 2 verwenden wir die erste Gleichung in (3.19) fiir
j=k+1, die zweite fiir j = k, und erhalten
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eyl 1 _ Oki1y/ 1 — 48,416+ Ok\/1 — 485
173 17% 26]{ -

Unter Beachtung von # 1 = ;1 + gty folgt

26eqk = Okr1\/ 1 — 4818+ 0/ 1 — 4881, k>2. (3.20)

Nun kénnen in (3.18) keine zwei aufeinanderfolgenden Koeffizienten 6;_1, §; iiber-
einstimmen, da andernfalls

t; 1
5].71:5].:%/.

. N2
()
0

1
rational wire. Nehmen wir schlieBlich & _1, &, 41 > \—fs in (3.20) an, so erhalten

wir aus dieser Gleichung den Widerspruch

4 4 2
2 14y /1—2 ==
0< 6qu< 5"' 5 \/3’

denn es ist g; > 1, und wenigstens eine der drei Zahlen &1, O, Or+1 muss groBer

1 .
als — sein. | |

V5

Bemerkung 3.20: Zusitze zum Approximationssatz von Hurwitz

(a) Obiger Beweis zeigt auch, dass von je zwei aufeinanderfolgenden Niherungs-
briichen der Kettenbruchentwicklung von xo wenigstens einer, etwa s;/¢; mit
j € N, die Eigenschaft
1

< JRE—

2
2tj

'y
X()—f]
lj

besitzt, da ;1 = 0; ausgeschlossen ist und nach (3.18) die quadratische Glei-
chung
6/;1)62 — X+ 6j =0

t .
die reelle Losung x = t—/ besitzt, so dass in (3.19) immer Quadratwurzeln von
j—1
nichtnegativen reellen Zahlen gebildet werden.
(b) In der Abschitzung (3.16) kann die Konstante V/5 durch keine groBere Zahl

V5+1
2

sj = fj+1 (j-te Fibonacci-Zahl f;) fiir alle j € Ny, siche Beispiel 3.9. Hier liefert
der Satz 3.14 (a), (b) fiir alle j € N:

xo—d =y _ S = (=
L 2 (4 4 L
j i fiGo+ =)

ersetzt werden, wie das Beispiel xg :=

lehrt: Hierist x; = xo und ¢; = f},
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- fi1 V541 2
mit lim (xg + = = + =
j_m(o 7 ) 5 A

V5.

3.2 Historische Anmerkungen

e Der niederldndische Astronom, Mathematiker und Physiker Christiaan Huygens
(1629-1695) verwendete die besten damals verfiigbaren Daten zur Konstruktion
eines mechanischen Modells unseres Sonnensystems. Dabei kamen Kettenbriiche
zur Berechnung von Kalendern und Schaltjahren zum Einsatz.

e Leonard Euler (1707-1783) entwickelte 1737 in seinem Werk ,,De Fractioni-
bus Continuis Dissertatio™ eine Theorie, die auch allgemeinere Kettenbriiche der

Form
b

by
b3
az+ ...

beinhaltet. Fiir die nach ihm benannte Eulersche Zahl e hat er die regelmifige
Kettenbruchentwicklung

ao+
a+
ap +

e—1=<1,1,2,1,1,4,1,1,6,... >

angegeben. Auch wusste er, dass Kettenbruchentwicklungen, die in eine Periode
einmiinden, quadratische Irrationalzahlen darstellen.

e Neben Euler hat vor allem Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) die Theorie der
Kettenbriiche vorangetrieben. Der Satz 3.17 von den rationalen Bestapproxima-
tionen einer Irrationalzahl mit den endlichen Kettenbruchentwicklungen geht auf
ihn aus dem Jahre 1770 zuriick. Er bewies, dass reell quadratische Irrationalzah-
len eine Kettenbruchentwicklung besitzen, die in eine Periode miindet.

e Carl Friedrich Gaufs (1777-1855) entwickelte in seinen ,,Disquisitiones Arith-
meticae” von 1801, siehe [2], eine einheitliche Grundlage der Zahlentheorie. In
seinem Werk nimmt die Theorie der quadratischen Formen

F(x,y) = ax’> +bxy+cy* mit a,b,ceZ

einen breiten Raum ein; in verkleideter Form hat diese Theorie, zumindest im in-
definiten Fall D := b* — 4ac > 0, weitreichende Beziige zur Kettenbruchentwick-

lung der reell quadratischen Irrationalzahlen , siehe hierzu insbesondere
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noch den Abschnitt 8 des vorliegenden Lehrbuches.

e Das Lehrbuch von Oskar Perron [9] (1880-1975) ,Die Lehre von den Ket-
tenbriichen™ erschien 1913 im Teubner Verlag. Es ist bis heute eine wertvolle
Einfiihrung in die Theorie geblieben. Im Vorwort dieses Buches werden die Ar-
beiten Eulers als Inspirationsquelle hervorgehoben:

,,Besonders die Arbeiten Eulers iiber Kettenbriiche erweisen sich als wahre Fund-
grube fiir hochst interessante Beziehungen sowohl zwischen verschiedenen Ket-
tenbriichen als auch zwischen Kettenbriichen und Reihen oder bestimmten Inte-
gralen; ...“.

Die dritte verbesserte und erweiterte Auflage von Perrons Lehrbuch ist ab 1957
als Werk in zwei Bénden erhiltlich.

3.3 Aufgaben

Aufgabe 3.1: Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus ermittle man zu den beiden teiler-
fremden Zahlen a = 7, b = 81 zunichst ein und dann alle Zahlenpaare (A, u) € Z?
mit 814 —7u =1.

Losung:
a=7,b=81: rn=b=8l,rn=a="7.
JI| g | i Si|t
of o [81 ] 1[0 Es ist n, = n.(a,b) = 5.
1|| 11 7 0|1 Da n, — 1 gerade ist, folgt
2 1 | 4 [ 1 [11
31 [ 3 [ 1|12 bss—aty =81-2—7-23 = +1, also
i 3 [ 12 |23 8120 = THo = 1 fiir o =2, o = 23.
5 — | 0 7 |81

Nun mégen A, it € Z eine weitere Losung von 814 — 7y = 1 ergeben. Dann folgt
durch Subtraktion:

$1(A— o) —7(1t — o) = 0, d.h
81(A —Ao) = 7(1t — Ho).

Wegen ggT (7,81) = 1 ist 81|pt — o und 7|4 — 4. Setzen wir A — Ay = 7k mit
k € Z, so folgt u — o = 81k, und alle Losungen (A, i) € Z? mit 814 —7u = 1 sind
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gegeben durch
A=2+Tk, u=23+48lk mit keZ,

wie man durch eine Rechenprobe bestitigt.

Aufgabe 3.2: Fibonacci-Folge, Teil 3

Wir wenden den erweiterten Euklidischer Algorithmus auf die beiden Eingabewerte
a € Z und b € N an und verwenden dabei die Notationen im Hauptteil dieses Ab-
schnitts, insbesondere sei n,(a,b) € N der zugehorige Abbruchindex.

Wir betrachten fo =0, fi =1, f,+2 = fu+1 + fu fiir n € Ny.

Man zeige, dass fiir alle n € N mit n > 2 folgende Aussage gilt:
Fiir alle a € Z und b € N mit b < f, ist n.(a,b) <n—1, wobei n.(a,b) =n—1
genau dann eintritt, wenn es ein gy € Z gibt mit a = f,—1 + §o fn und b = f,.

Bemerkung: Der Euklidische Algorithmus mit ganzen Zahlen als Eingabewerten
hat insbesondere fiir a = f,,_1, b = f, und n > 2 die ungiinstigste Laufzeit mit

n*(fn—hfn) =n—1.

Losung:
Wir zeigen vorab
1< for1/fn<2 firn>3. (3.21)

Tabelle der ersten 5 Fibonacci-Zahlen:

nlfol112137]4 Fiir n = 3 stimmt die
MmO 1] 1123 Behauptungwegen%:%.

Wird sie fiir ein n > 3 als richtig angenommen, so folgt

fn+2 _ fn+l +fn — 1+ fn

fn+1 fn+1 fn+1
mit 0 < 7 L < 1. Die Behauptung gilt dann auch fiir n + 1, womit (3.21) bewiesen
ist.
Firae Zund b € N gilt

n.(a,b) = n.(r1,r) (3.22)

mit rg = b, r za—bL%J,OSH <rp.

Fiir n = 2 gilt die Behauptung der Aufgabe mit f,_; = f, =1, b=rp=1mitac Z
und n,(a,b) =ny(a,1) = 1.
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Wir miissen die Behauptung nur noch fiir n > 3 zeigen. Fiir jedes n > 3 ist die Be-
hauptung nach (3.22) zur folgenden Aussage <7 (n) dquivalent:

Fiir alle r; € No und alle ro € N mit r; < rog < f, ist ni(r1,r0) < n— 1, wobei
ny«(r1,r0) = n—1 genau fiir r; = f,_; und ro = f, eintritt.

Diese Aussage o7 (n) beweisen wir induktiv fiir alle n > 3.

Induktionsanfang: Fiir n = 3 wird 0 < r; < rp <2 wegen f3 = 2 mit den gan-
zen Zahlen ry,ry vorausgesetzt. r; = 0, ro = 1,2 liefert n,(ri,rp) =1 <3 — 1 mit
ri# fa_1.Firrp=1=f3_jund ro =2 = f3 ist n*(rl,ro) =2 =3—1. Insgesamt
gilt damit o7 (3).

Induktionsschritt: Wir nehmen 7 (k) fiir 3 < k < n und ein n > 3 an. Um damit
o/ (n+ 1) zu zeigen, setzen wir

0<ri <ro< futi (3.23)

voraus. Gemif (3.23) unterscheiden wir drei Falle:

Fall A: r; =0.
Hier ist ny(r1,r0) = n«(0,r9) = 1 < n, und auch fiir ry = f, 1| haben wir r; =0 < f,.

Da o/ (n+ 1) im Falle A gilt, werden wir im Folgenden r; > 0 voraussetzen, so dass
gilt:

ne(r1,r0) = ne(ra,r1) + 1. (3.24)
Hierbei ist r, der auf rg, | folgende Divisionsrest im Euklidischen Algorithmus. Es
gilt

ro=r1- {:?J +r, 0<rn<r<r. (3.25)

FallB: 0 <r < f,.
Wir wenden die Induktionsannahme <7 (n) auf das Zahlenpaar r,, r| an, und erhalten
aus (3.24):

ni(ri,ro) < (n—1)+1=n.

Unter Beachtung von r; # f, gilt hier &7 (n+ 1).

FallC: f, <r <n < fur1.
Hier folgt U—?J = 1 aus (3.21), und weiter aus (3.25):

O<r2:r0*rl anJrl*fn:fnfl’
wobei rp = f,—1 genau fiir (3.26)
r1=f, und rog = fri1 gﬂt.
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Hier konnen wir den Divisionsrest r3 > 0 bilden mit
n.(ra,r) =ny(r3,rn) + 1. (3.27)

Firn=3folgt & (4) aus0 < ry = f3_1 =1, r1 = f3 =2, rp = fa = 3 gemiB (3.26),
so dass wir nun n > 4 voraussetzen. Aus (3.27), (3.24) erhalten wir

ni(ri,r0) = ni(r3, ra) +2. (3.28)
mit ry < f,—1. Wegen n > 4 gilt &7 (n— 1), so dass
ne(ri,ro) <(n—2)+2=n

mit (3.28) folgt. Nehmen wir n,(r1,r9) = n an, d.h. n.(r3,r2) = n—2, so erhal-
ten wir rp = f,—1 aus &/ (n — 1), und somit auch r; = f,,, ro = f,41 aus (3.20).
Aus ry = fp, ro = fu+1 folgen umgekehrt , = f,,_| wegen (3.26) und schlieBllich
n(r2,r1) =n—1bzw. n.(r1,r0) = n wegen </ (n).

Aufgabe 3.3: Quadratische Irrationalzahlen
Das quadratische Polynom P(x) := ax* + bx + ¢ mit a,b,c € Z besitze die Diskri-
minante D := b*> — 4ac > 0, die keine Quadratzahl sei. Es sei f := [v/D|. Dem

Polynom P ordnen wir die Nullstelle xp := zu. Man zeige:

(a) Esist xp eine Irrationalzahl.

(b) Fiir jedes ¢ € Z besitzt auch Q(x) := ax* + (b+2aq)x+ (c +q(b+aq)) die po-

sitive Diskriminante D, und es gilt xgp =xp —q = W.

(¢) R(x):= —cx? — bx — a hat ebenfalls dieselbe Diskriminante D wie P und Q, und

esgiltxg = 1/xp = ‘/_thb.
(d) )
{f_ J , a>0,
Lxp] = 2a
w , a < 0
2|al
Losung:

(a) Angenommen ‘/ga_b = f mit s € Z, r € N. Dann ist tv/D — th = 2as bzw.

t>-D =1" mit ¢/ = |tb+ 2as| > 0. Nach dem Satz von der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung wire dann D = p?‘ e p?j mit paarweise verschiedenen Prim-

zahlen und geraden Exponenten ¢, ..., ¢¢; € N, also D im Widerspruch zur An-
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nahme eine Quadratzahl. Somit ist ‘/l;);b eine Irrationalzahl.

(b) Die Diskriminante von Q(x) = ax® + (b +2aq)x+ (¢ + q(b+aq)) ist

(b+2aq)?* —4a(c+q(b+aq)) = b* +dabq + 4a>¢* — 4ac — 4aqb — 4a* ¢
=b?>—dac=D

7

damit gilt auch

VD —(b+2aq) D—b
2a 2a

(¢) Esistklar, dass auch R(x) = —cx? — bx — a die Diskriminante D hat mit

vD—b VD+b _D-b*
2a —2c  (—dac)

o b= [t L2t | Bl |

Xp-XR =

2a 2a 2a
folgt fiir a > 0, d.h. 2a € N, aus Aufgabe 2.4 (c) und (b).

Fiir a < 0 erhalten wir entsprechend

o - g

denn D ist keine Quadratzahl und somit [v/D | = f+ 1, siehe Aufgabe 2.4 (d).

Vorbereitung zur Bearbeitung der Aufgabe 3.5

Wir fiihren in tabellarischer Form die Kettenbruchentwicklung einer quadratischen
Irrationalzahl an einem Beispiel vor, und verwenden die Resultate der Aufgabe 3.3.
Analog soll dann bei der Losung der folgenden Aufgabe verfahren werden.

_ V2410
="

Wir entwickeln xg : , indem wir die Folge x;1 = % mit den Divisions-
J

koeffizienten ¢; = |x;| fiir j € No bilden. In der folgenden Tabelle ist x; = xp; fiir
Pj(x) = a;jx> + bjx+cj. Aus den Koeffizienten a;,b;,c; des Polynoms P;(x) be-
rechnen wir zuniichst ¢; mit den Fallunterscheidungen a; > 0 bzw. a; < 0 gemil
der Formel mit den GauB-Klammern aus Aufgabe 3.3(d). Mit den Notationen
Xji=x—qp= xpy fiir Pi(x) = a;fx2 + bjx+ ¢} berechnen wir hierauf die Koeffizi-
enten aj , b;f , c}f des Polynoms P]’-‘ (x) mit Hilfe von g; aus den Koeffizienten a;,b;,c;
des Polynoms P;j(x) gemill Aufgabe 3.3(b). Schliesslich erhalten wir die neuen Ko-
effizientenaj = —cj, bj1 = —bj, cj11 = —aj; inder Folgezeile der Tabelle gemif
Aufgabe 3.3(c), d.h. es gilt x| = l/xj bzw. Xj+1xj< =1 fiir alle j € Ny, wobei die
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letzte Beziehung als einfache Rechenprobe bei der Erstellung dieser Tabellen dient.

Zu Beginn wird Py(x) = aox? +box+co mit ag, by, co € Z und xo = Xp, ermittelt: Wir
haben (14xp — 10)? = 2, d.h. 196x3 — 280x + 98 = 0. Nach Kiirzung des Faktors
14 kénnen wir ag = 14, bg = —20, co = 7 mit Py(x) = 14x> —20x+7 und D = 8
wiihlen, denn es gilt xo = xp . Wir erhalten f = L@J =2.

J e bl x5 ||| 9|8 || 5=54
0 14 [20] 7 | 200 0 || 14 |20] 7 V8120
1| <7 [20 |14 8200 1 || 7|6 |- VB-6
2l 16| 7 | B 41|21 VB2
31 |2 B2 2|2 VB2

Wir erhalten die periodische Kettenbruchentwicklung

V2+10
14

=(0,1,4,2).

Aufgabe 3.4: Kettenbruchentwicklung quadratischer Irrationalzahlen

Man wende den obigen fiir quadratische Irrationalzahlen xg formulierten Ketten-
bruchalgorithmus auf xo := v/7 an. Damit zeige man, dass V7 eine periodische
Kettenbruchentwicklung besitzt, und gebe diese explizit an.

Losung: Wir haben D = 28, f =5 fiir Py(x) = 2 —7undxg =7 = Xp,-

P bl o] |l |4 c]g=x—4q
O 1o |7 [¥8o 2| 1]4]-3 Y284
Pl 3[4 -1 [ ¥ 1 | 3]2] =2 V282
2 223 |¥820 1 12| 2|3 Y282
3003 [ 2] 2 |¥82 1 3|41 Y284
4 14| 3|24l 4] 3 V284

Die Tabelle liefert v/7 = (2,1, 1,1,4). Hierbei ist folgendes zu beachten: Da x} mit
x;, libereinstimmt, stimmt x5 = 1 /x3 wieder mit x; = 1 /xz‘) iiberein, so dass ab dem
Index j =1 eine Periode der Linge 4 im Kettenbruch auftritt. Erst in Lektion 8 wer-
den wir mit einem etwas einfacheren modifizierten Verfahren zeigen, dass genau die
quadratischen Irrationalzahlen eine periodische Kettenbruchentwicklung besitzen.
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Aufgabe 3.5: Ein periodischer Kettenbruch mit zwei Parametern
Gegeben sind zwei natiirliche Zahlen a und b. Man berechne den periodischen Ket-
tenbruch (a, ).

Losung: Die zweimalige Anwendung von Satz 3.12(a) auf & = (a,b) > 0 liefert

Hieraus erhalten wir fiir £ die quadratische Gleichung
bE* —abé —a=0
mit den beiden Losungen
a
&giii

Da & positiv ist, folgt eindeutig



Lektion 4
Farey-Sequenzen

Wenn wir die gekiirzten Briiche zwischen Null und Eins mit einem vorgegeben
maximalen natiirlichen Nenner n der Grofe nach ordnen, so erhalten wir etwa fiir
den maximalen Nenner n = 5:
o 1 1 1 2 1 3 2 3 4 1
1<5<4<3<5<2<5<3<4<5<1.
Dem Geologen John Farey (geboren 1766 in Woburn, Bedfordshire, England und
gestorben am 6. Januar 1826 in London, England) fiel beim Betrachten solcher Fol-
gen von Briichen, die bis heute seinen Namen tragen, folgendes auf: Bei drei aufein-
anderfolgenden Briichen ergibt sich der Wert des mittleren Bruches als Quotient aus
Zihler- und Nennersumme von den beiden links und rechts benachbarten Briichen,

z.B.
I 1+2 2 1+1 I 243

3 4457 5 3427 2 5457
Diese anhand von Beispielen erkannte Eigenschaft hielt Farey in einem 1816 er-
schienenen Artikel mit dem Titel “On a curious property of vulgar fractions” im
Philosophical Magazine fest. Der franzdsische Mathematiker Cauchy las Fareys
Aufsatz und lieferte noch im selben Jahr 1816 den bei Farey fehlenden Beweis.
Farey war nicht der erste, der diese Eigenschaft erkannt hat. So schrieb Haros 1802
einen Artikel tiber Dezimalbriiche, aus dem hervorgeht, dass er Fareys “curious pro-
perty” fiir n = 99 verwendet hat.
Im Folgenden untersuchen wir die nach Farey benannten Sequenzen von Briichen.
Auch wenn wir hierfiir nur einfache Rechenregeln fiir den Umgang mit Briichen und
Ungleichungen verwenden, wie sie aus dem Schulunterricht bekannt sind, so erhal-
ten wir dennoch eine Fiille interessanter zahlentheoretischer Eigenschaften. Diese
werden schlieBlich dazu verwendet, einfache Rechenschemata zu entwickeln, mit
denen sich auch beliebige Ausschnitte aus der n-ten Farey-Sequenz bzw. die besten
Approximationen einer Irrationalzahl mit Farey-Briichen sehr effizient berechnen
lassen.

55
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4.1 Farey-Sequenzen

Wir beginnen mit der folgenden

Aufgabenstellung: Fiir gegebenes n € N finde und ordne man der Gréf3e nach alle

gekiirzten Briiche % mit 0 < g <1l,a€Nop,b€Nundb < n.

Zur Losung konstruieren wir Zeile fiir Zeile folgende Tabelle:

0 1
(a) In der ersten Zeile steht nur 1 und T

(b) Die n-te Zeile bildet man, indem man die (n — 1)-te Zeile noch einmal darunter
!

schreibt und den Medianten % zwischen die aufeinanderfolgenden Briiche

/

% und % der abgeschriebenen (n — 1)-ten Zeile setzt, falls b+ b’ = n ist.
Definition 4.1:
Die n-te Zeile dieser Tabelle nennt man die Farey-Sequenz (Farey-Folge) .%, der
Ordnung n. O
Beispiel 4.2:
Konstruktion der Farey-Sequenzen bis zur Ordnung n = 5:
n Briiche der n-ten Farey-Sequenz .%,
0 1
1= Z
1 1
0 1 1
2l = Z Z
1 2 1
0 1 1 2 1
3| = Z Z z Z
1 3 2 3 1
4 0 1 1 1 2 3 1
1 4 3 2 3 4 1
R R R B R R
1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1

Ziel: Die Konstruktion der n-ten Farey-Sequenz %, liefert der GroRe nach alle

0
gekiirzten Briiche % von 1 bis 1 mit den Nennern b < n.

Satz 4.3:

Sind g und % aufeinanderfolgende Briiche der n-ten Zeile, so gilt @'b—ab’ = 1.0

Beweis: Wir beweisen den Satz mit Hilfe der vollstindigen Induktion. Der Satz
gilt fiir n = 1 (Induktionsanfang). Wir nehmen an, er gilt bis zur Zeile n — 1. Die
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aufeinanderfolgenden Briiche der Zeile n sind dann

a a+d a+d d

bow, £.474 o arae @
by Y by

Cll
B

SR

/
wobei %, % alle aufeinanderfolgenden Briiche der (n — 1)-ten Zeile durchliuft. Wir

erhalten in allen drei Fillen

db—ab' =1 (Induktionsannahme)
bzw. (a+d)b—a(b+b) =db—ab =1
bzw. d'(b+b')—(a+d )b =db—ab =1.

Satz 4.4:
Jeder Bruch g in der Tabelle ist gekiirzt, d.h. ggT (a,b) = 1. Die Briiche sind in

jeder Zeile nach aufsteigender GroBe geordnet. Die Farey-Sequenz %, in der n-
ten Zeile ist iiberdies vollstidndig, d.h. sie enthilt alle gekiirzten Briiche % € [0,1]
mit 1 <b <n. O

!
Beweis: Sind %, % zwei aufeinanderfolgende Briiche von .%,, so gilta'b —ab’ =1

nach Satz 4.3. Hieraus folgt zum einen ggT (a,b) = 1, und zum anderen

ad a 1 a

b b

so dass die Briiche der Farey-Sequenz .%, nach aufsteigender GroBe sortiert sind.

Die Vollstiandigkeit von .%, beweisen wir unter Verwendung des Mediantensat-
zes 3.16 mit vollstandiger Induktion:

01
1, bestehend aus den beiden Briichen T ist vollstandig (Induktionsanfang). Wir
nehmen an, die Vollstindigkeit von .%#,_ sei fiir ein n > 2 bereits gegeben. Dann
liegen alle gekiirzten Briiche g € [0,1] mit b < n— 1 bereits in .%,_, und somit

A A
auch in .%,. Nun sei — € [0, 1] ein beliebiger gekiirzter Bruch. Wir miissen — € .%,
n n

A A

zeigen. Wegen n > 2 folgt sogar 0 < — < 1, und — kann nicht in .%#,_; liegen.
n n

/

Damit gibt es eindeutig bestimmte und in .%,_ | aufeinanderfolgende Briiche %, R
so dass gilt:
a A d , ,
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Mit Satz 3.16 folgt b+ ' < n, und aus der Vollstindigkeit von .%,_; erhalten wir
a+ad

, b+

wiirde, im Widerspruch zur Wahl von %, %. Wir haben b+ b’ = n gezeigt, und da
/

b+b ) )
A
g und % liegt, folgt auch noch A = a + a’. Damit liegt o= Zizl

b+ b > n, da andernfalls b+ 5" < n— 1 wire und

schon in .%,_; liegen

nach Satz 3.16 der einzige Bruch mit kleinstem Nenner ist, der echt zwischen

in .%,, und .%,

ist vollstdndig.
|

Definition 4.5:
Mit .Z# bezeichnen wir die erweiterte Farey-Sequenz der Ordnung n, bestehend

a
aus allen gekiirzten Briichen — mit @ € Z, b € N und b < n. Die Briiche von .Z"

denken wir uns nach aufsteigender Grof3e sortiert. U

Beispiel 4.6:
Die erweiterte Farey-Sequenz .75 lautet:

—1 —2<—1 -1 0 1 1 2<1 4 3
1 3 2 3 1 3 2 3 1 3 2

Satz 4.7:
Es seien a,a’ € Z, b,b’ € N und ggT (a,b) = ggT (a’,b’) = 1. Genau dann folgen

/
. . . a a. . .
die gekiirzten Briiche A < y in ¢ aufeinander, wenn gilt:

db—ab' =1, b<n, ¥ <n und b+b >n. 4.1)
O

/

. . a da
Beweis: Wir nehmen an, dass A < >

bilden wir @ :=a—qgb, @ :=a' —qb'. Dann ist 0 < d < b, und

in Z& aufeinanderfolgen. Mit ¢ := EJ

< % folgen bereits

é ~
b
~/

in .%, aufeinander. Insbesondere ist % € (0,1], und aus Satz 4.3 folgt:

l=db—ab = (d —qb)b—(a—qb)b' =d'b—ab'.

Die Bedingungen b < n, b’ < n folgen aus der Definition von F. Zudem ist
/

. a a
b+ b' < n ausgeschlossen, da man sonst zwischen 5 und by den neuen Bruch



4.1 Farey-Sequenzen 59

a+d
b+b

€ F 2 hitte.

/
Nun setzen wir (4.1) voraus. Dann folgt zunéchst, dass % < % in #5" liegen. Nach

dem Mediantensatz 3.16 sind wegen b+ b’ > n die beiden Briiche in .7 aufein-

anderfolgend. n

Im Folgenden werden Sétze hergeleitet, mit denen jede (erweiterte) Farey-Sequenz
in einem beliebigen Abschnitt sehr effizient berechnet werden kann, ohne die vor-
hergehenden (erweiterten) Farey-Sequenzen kennen zu miissen:

Satz 4.8:

Es seien b < b zwei gekiirzte Briiche, die in .7/ aufeinanderfolgen. Ist dann

*
b < n, so folgen die beiden Briiche

a*+a

n—b* J

in %" aufeinander. O

'_
S

*

Beweis: Wir setzen ¢* := { J und verwenden Satz 4.7:
Unter Beachtung von a*b — ab* = 1 folgt auch
(@ +aq*)-b—a-(b*"+bq")=a’b—ab* =1.

Nach Voraussetzung ist b < n. Wir haben

b +b {"b*J <pr ",
sowie
b+b"+b V_b*J >b4b +b ("‘bb* - 1) =n,
womit der Satz schon bewiesen ist. ]
Bemerkung 4.9:

Die linken Nachbarbriiche zu a/b in .Z#" werden analog zum Satz 4.8 fiir b < n

in Aufgabe 4.3 berechnet. Dazu sowie fiir die folgenden Betrachtungen merken wir

folgendes an: Wenn g < % in Z¢ aufeinanderfolgen und b > 2 gilt (sonst wire
b=b*=1,a"=a+1),s0ist 1 <b* < b, und nach Satz 3.16 folgen die Briiche
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a—a a a
b—b b b *+2)

in .Z aufeinander.

Fiir b > 2 setzen wir
as:=a—a*, by,:=b-—Db", (4.3)

so dass der erweiterte Euklidische Algorithmus mit den Eingabewerten a, b fiir ge-
raden Abbruchindex n, die Werte

Ay = Sp.—1, b, = th,—1 4.4)
liefert, dagegen fiir ungerades n, > 1 die Werte
at = Sne—1, = In—1, 4.5)

siehe Satz 3.6 (c), hier mit ggT (a,b) = 1.

%
Der erweiterte Euklidische Algorithmus dient somit der Berechnung von b aus

g, bevor mit Satz 4.8 der rechte Nachbarbruch von % in Z berechnet werden

kann. (]
Satz 4.10: Y
Es seien 4 < % < o drei aufeinanderfolgende Briiche von . %, n € N. Dann gilt
mit @b — ab” > 0:
L at+d" . b+b" a/_a+a//
S ad'b—ab"’ " d'b—ab’’ b b+
O
Beweis: Aus Satz 4.7 folgt:
db—ab =1, d'V—-db’' =1 4.6)
a a//
mit 5 <5 bzw. a’b—ab” > 0.
Es ist (4.6) ein lineares Gleichungssystem fiir &', b’ mit der eindeutigen Lésung
, a+d’ , b+b"
T A —ab b= a’b—ab"’ @D

Durch Division folgt hieraus noch
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Cl/ a+a//
bbb *438)
| |
Satz 4.11: B
Es seien 4 < — < — drei aufeinanderfolgende Briiche von .#", n € N. Dann
/ /! g n
gelten die folgenden Aussagen:
b
i) b”:b’v; J—b,
b
redl] e
b b'+b
iii) V; J = ; =d'b—ab" = ggT (a+d",b+b").
O

Beweis: (ii) folgt aus (i) und Satz 4.10, angewendet auf die aufeinanderfolgenden
/ 1

Farey-Briiche ﬂ’ —» 7 aus F. Die letzten beiden Gleichungen von (iii) folgen
aus Satz 4.10, warend die erste Gleichung in (iii) zu (i) d4quivalent ist.

Wir miissen nur noch die erste Gleichung von (iii) zeigen:
/!

a .
Aus — € . Z% folgen b” < n sowie

b// n
b'+b n+b
Y < y 4.9)
Aus Satz 4.7 folgt b’ + b’ > n, wonach gilt:
b"+b bV'+b+b n+b
by +1= b > o (4.10)
Wir fassen (4.9) und (4.10) zusammen:
i i
b+b§n+b<b +b+1. @.11)

b b b
/!

SchlieBlich beachten wir, dass
dass aus (4.11) folgt:

nach Satz 4.10 eine natiirliche Zahl ist, so

n+b b'+b
L
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Eine riickwirtslaufende Rekursion zweiter Ordnung zur Berechnung der Farey-
Briiche der Ordnung n findet der Leser in Aufgabe 4.2. Dort erweist sie sich sogar
als dquivalent zu der in Satz 4.11 . Die Kombination der Sétze 4.8 und 4.11 gestattet
nun eine sehr effiziente Berechnung von %% in einem vorgegebenen Abschnitt.
Wir illustrieren dies in

Beispiel 4.12:

Wir berechnen den Abschnitt der Farey-Sequenz %4 im abgeschlossenen Intervall
3 7

[8’ 18} Die Intervallrdnder gehdren zu %4, und wir beginnen mit dem linken

Randbruch g fiir a = 3, b = 8, den Eingabewerten fiir den erweiterten Euklidischen

Algorithmus:
I g | | si |
0l O 8 1 0
1| 2 3 0 1
2| 1 2 1 2
3 2 1 1 3
4 — | O 3 8

Der Abbruchindex n, = 4 ist gerade, und aus der letzten Zeile liest man ab, dass der
3
linke Randbruch — bereits gekiirzt ist.

Mit (4.4) in Bemerkung 4.9 erhalten wir aus der vorletzten Zeile der Tabelle, dass

die drei Briiche
1 3 3-1 2

3°8°8-3 5
in %3 aufeinanderfolgen. Wir setzen n = 24, a* =2, b* =5 neben a =3, b =8 in
Satz 4.8, und erhalten, dass die beiden Briiche

3 2432 8

8§ S518.2 21

in %54 benachbart sind, in Ubereinstimmung mit Satz 4.7. Mit den beiden Start-

3 8
briichen 391 wenden wir noch zweimal den Satz 4.11 an, und erhalten so den
folgenden Abschnitt von .Fp4:

8 5 7

3
3213 1%

Satz 4.13: Approximationssatz fiir Farey-Briiche

Ist x¢ eine Irrationalzahl, so wenden wir den erweiterten Euklidischen Algorithmus
auf die beiden Eingabewerte a = xo, b = 1 an. Wir verwenden die Notationen von
Lektion 3. Jeder natiirlichen Zahl n > 2 (Farey-Index) ordnen wir mit der Forderung
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tj <n <tjy genau einen Index j € N zu. Der Zahl n = 1 ordnen wir den Index
Jj =1 zu. Damit setzen wir

n—tj_ n—tj
Snjt1 F=Sj S | T s Il S e L e

J L
. . . S j s j . . .e S j S j
Dann gilt fiir ungerades j: ~L < xo < LH, und die gekiirzten Briiche -2 < omitl
Iy In,j+1 i Injti
sind in .Z#" benachbart.
.. .. Sn,j+1 Sj . .. "
Fiir gerades j gilt entsprechend: P < xp < P und die gekiirzten Briiche
n,j+1 J
Sn,j Sio.o.
2 X gind in F 2 benachbart. O
nj+1 1
. . n—rj1 .
Beweis: Wir setzen g, j = | ———— |, so dass gilt:
J
Sn,j+1 =Sj—1FqnjSjs  tnj+1 =lj—1+qnjt;. (4.12)
Es gelten die Ungleichungen
0<4qu;<gqj (4.13)
wegen
n—tji1 _rljt1—1tj-1
I’lZl‘jle_l, / < / / =4,
lj lj
sowie
1<tj<n, 1<t,;11 <n, (4.14)
denn g, ; = O ist nur fiirz; > 1,7;_; > 1 moglich, und es gilt
n—tj
tnjrl <tj1+ij————=n
lj
Auch haben wir
tittyj+1>n (4.15)

wegen

n—tj_
tittnj+1 >tj+tj—1+t; - 1) =n.
J
Nun gilt nach (4.12) und Satz 3.6 (a):

Sn,j+1tj = Sjtn i1 = (Sj—1+qn,jsj)tj — s (tj—1 +qn,jt;)
=8j—1t; = Sjtj—1 4.16)

— (-1,
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Fiir ¢ > 0 definieren wir die Abbildung My, ;(q) = ?‘*171‘1?‘ mit der Ableitung
j1+at
_ St = Sjt (=1

M. (q)= - .
0.j(4) (tic1+aqt;)? (-1 +q1))?

Fall A: Fiir ungerades j ist My, ; monoton fallend, und wir erhalten mit (4.13) sowie
mit Satz 3.6 (b):

Yoy < LY 9i5i 5i 4n.jSj __ Sn,j+

tj el tioib gty T ot gty e

Nach (4.14), (4.15) und (4.16) sind zudem die gekiirzten Briiche j—] < L;"il in
J n,j+1
F & benachbart, siche Satz 4.7.

Fall B: Fiir gerades j ist My, ; monoton wachsend, und wir erhalten mit (4.13)
sowie mit Satz 3.6 (b):

Smjtl _ Sj-1+4njSj _ Sj-1+4;8j _ Sjt1

.
= = <xo < ey
Injrr L1t qnjty — Ti-1+4qjt; i Ij

Wieder sind nach (4.14), (4.15), (4.16) und Satz 4.7 die beiden gekiirzten Briiche

Inj+l < i benachbart, jedoch in umgekehrter Reihenfolge. |

In,j+1 Iy

Fiir die praktische Anwendung des Approximationssatzes mit vorgegebener Ir-
rationalzahl xyp und vorgegebenem Farey-Index n € N ist es oft vorteilhaft, mit
dem erweiterten Euklidischen Algorithmus die fiinf Spalten k, xi, qx, s, t fir
k=0,1,...,j+1 zuentwickeln, wobei j € N derjenige Index ist, welcher der Farey-
Ordnung n zugeordnet ist. Das Schema hat dann die Startwerte

X0, 9o = %0, so=1, 1o =0,
S1 q0, t1:1»

sowie fiir k > 1 die Iterationsvorschriften
1
Xfp=—7, gk = %]
Xk—1 — Gk—1

Sk+1 = Sk—1 + Srqk, fer1 = te—1 + kG-

Beispiel 4.14:
Xo = \@, n =20.
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k|| x qk Sk Tk
of v2 | 1 |1 ]0
Hv2+1 2 | 1 | 1
2| v2+1] 2 | 3 | 2
3| V2+1] 2 5
4l v2+1] 2 | 17 | 12
S|[v2+1] 2 | 41 | 29
lor i . . . 5205 sS4 .
Hier ist #4 < 20 <15, also j = 4. Da j gerade ist, folgt P : <ﬁ<t—mlt den
20,5 4
beiden Nachbarbriichen ~2° < > i 755, konkret
hos 14
20—1
S20,5=S3+S4{ p 3J:7+17-1:247
4
20—t
l20,5=l3+l4{ . 3J:5+12-1=177
4

und schlieBlich % <V2< % fir 755

Mit dem hier entwickelten Rechenschema lassen sich allgemeiner die besten ratio-
nalen Approximationen von v/2 in F fiir n < 29 bestimmen. So erhalten wir z.B.
fiir n = 10 den Index j = 3 wegen 73 < 10 <74 mit ungeradem J,

10—+ 10—-2
S10‘4282+S3{ 2J =3+7{J =10,
' 13 5

10—+ 10-2
o4 =t +13 { - 2J =245 {SJ =7

arext

7 10
und der besten rationalen Approximation 3 <V2< - in 7. O

4.2 Aufgaben

Aufgabe 4.1: Approximation einer Irrationalzahl mit Farey-Briichen
Man bestimme die besten Approximationen an xo = /7 von links und rechts mit
Briichen aus .75}

Losung:

Zunichst wenden wir den erweiterten Euklidischen Algorithmus auf die Eingabe-
werte a = xg = V7, b =1 an, und bestimmen fiir n = 200 einen Index Jj € N mit
ti<n <t 1.
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X | gk | Sk | & Kl x| gr | sk | &
of v7 | 2 | 1 | 0| [5]|¥3=] 1 |37 14
Y282 || 6| ¥B£2 1 | 45 | 17
2 VB2 1 | 3 || 7| Y82 1 | 82 | 31
3Bz | s | 2 | [8]| B 4 | 127 48
4[4 4 | g | 3| |of| ¥ 1 | 590 | 223
Wir haben 73 = 48 < 200 < 223 = t9 mit geradem Index j = 8.
. 2001, | |200-31 ss 127
Es ist = =3, ="
e { Is J { 48 5 48

$200,9 = §7+3-58 =463, 109 =1t7+3-15 =175,

und die besten Approximationen von /7 in Z55 von links und rechts sind gegeben

durch 463 127
<V7<

175 48

Aufgabe 4.2: l/(iickl/%iuﬁge Rekursion fiir Farey-Briiche
Es seien % < % < % drei aufeinanderfolgende Briiche aus .Z%7, n > 1 eine belie-
bige natiirliche Zahl.

Man zeige die folgenden Darstellungsformeln:
| n+b" y | n+b" p n+b" n+b
b:b{ W -b", a=a Y —-a, W =l |

Losung: ) ,
Voraussetzung: § < % < % sind gekiirzte Briiche, die fiir n € N in .7 aufeinan-
derfolgen. Nach Satz 4.11 (i) gilt

b'+b VMJ

o . 4.17)

Nach Satz 4.11 (ii) muss nur noch

n+b" n+b
VoL
gezeigt werden: Aus b < n folgt zunéchst unter Beachtung der Ganzzahligkeit von

Vo in (4.17):

/! /!
b+bg{n+bJ. 4.18)

b b
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Nach Satz 4.7 ist b+ b’ > n, und hieraus folgt

b”+b bl,+b+b/ ner" ner”
I i el R

d.h.

/! /!
{””’ J b+b (4.19)

b b
Aus (4.17)-(4.19) erhalten wir schlieB8lich:

b'+b n+b n+b"
|y ||y |

was noch zu zeigen war.

Aufgabe 4.3:
Es seien Z—* < % zwei gekiirzte Briiche, die in .7 aufeinanderfolgen. Man zeige:

fiir b < n folgen die beiden Briiche

a*+atn7bb*J <4
bo+b|m| b

in Z aufeinander.

Losung:

Wir setzen g, := Vb*J und verwenden Satz 4.7:

Unter Beachtung von ab, — a.b = 1 folgt auch
a-(bs+bq.)—(as+aq.)-b=1.
Nach Voraussetzung ist b < n. Wir haben

n—b,

n—b,

sowie

—b, —b,
b+b*+bvb J>b+b*+b(nb —1>:n7

womit alles gezeigt ist. Diese Aufgabe ist eine Ergidnzung zum Satz 4.8, siehe auch
Bemerkung 4.9, um die hier gemachte Voraussetzung mit der vom Satz 4.8 in Ein-
klang zu bringen.
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Aufgabe 4.4:
Es sei n eine natiirliche Zahl.

(a)Man zeige, dass die ersten 1+ [n/2] Nachbarbriiche in .%, rechts von 0/1 gege-

ben sind durch | |
—_ <<
n a1 [n/2]

(b)Man berechne fiir n > 2 den linken und rechten Nachbarbruch von 1/2 in %,.

Losung:

Zum Beweis von (a) verwenden wir den Satz 4.7 mit den dortigen Notationen,
setzen zunidchst a =0, b =1, d = 1, b’ = n und erhalten a’b — ab’ = 1 sowie
b+b =n+1>nneben a/b,d' /b’ € Z,. Damit ist gezeigt, dass 1/n der rech-
te Nachbarbruch von 0/1 in .%, ist. Fiir n = 1 ist (a) schon bewiesen, so dass wir
n > 2 voraussetzen diirfen. Damit betrachten wir fiir natiirliche Zahlen k < [n/2]

die beiden Briiche : |
—_— < - 4.20
k1 "k (420
Fira=d =1,b=k+1, b =k gilt wieder a’b — ab’ = 1, und wegen n > 2 haben
wirk+1< [n/ﬂ +1 < nsowie k < n. Schliesslich ist b+b’ 2k+1>254+1>n,

so dass die beiden Briiche in (4.20) in .%, benachbart sind.

Fiir die Teilaufgabe (b) setzen wir a = 1, b = 2, und erhalten aus Aufgabe 4.3 mit
a, =0, b, =1 sowie aus Satz 4.8 mit a* = 1, b* = 1, dass die folgenden drei Biiche
fiir n > 2 in .%,, benachbart sind:



Lektion 5
Z.ahlentheoretische Funktionen

Zahlentheoretische Funktionen sind zunichst nichts anderes als reell- oder kom-
plexwertige Zahlenfolgen. Motiviert durch die Einschriankung auf sogenannte mul-
tiplikative zahlentheoretische Funktionen werden grundlegende spezielle zahlen-
theoretische Funktionen wie die Mobius-Funktion p und die Eulersche Funktion
¢ eingefiihrt und studiert. Im Rahmen dieser Untersuchungen wird man neben der
punktweisen Multiplikation von Zahlenfolgen noch auf die allgemeine Dirichlet-
sche Faltung von Zahlenfolgen gefiihrt, eine interessante weitere Art der Multipli-
kation, welche die Einfiihrung von zwei fiir die Zahlentheorie wichtigen abelschen,
multiplikativen Gruppen in Satz 5.5 ermdglicht.

5.1 Zahlentheoretische Funktionen

Ganz allgemein nennt man eine Abbildung f : N — C zahlentheoretische Funk-
tion. Man schreibt sie auch als Zahlenfolge (ay,),en mit a, = f(n). Von besonderem
Interesse sind dabei multiplikative bzw. vollstandig multiplikative Funktionen:

Definition 5.1:

Die zahlentheoretische Funktion f : N — C heit multiplikativ, wenn f(1) = 1 ist
sowie f(n -ny) = f(n1) - f(ny) fiir alle teilerfremden natiirlichen Zahlen ny,n, gilt.
Wenn f(1) =1 ist und iiberdies f(n;-np) = f(n1)- f(np) fiir alle ny,ny € N gilt,
dann wird f sogar vollstindig multiplikativ genannt. (]

Bemerkung 5.2:

Nach dem Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung der natiirlichen Zahlen n
ist eine multiplikative Funktion f durch ihre Werte an allen Primzahlpotenzen p“
mit & € N eindeutig festgelegt:

69
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Aus der Zerlegung n = p‘lx1 «...+ p%n mit paarweise verschiedenen Primzahlen
pP1,--.,Pm und Exponenten ¢, ..., o, € N folgt ja

FP - pgmy = F(pT) o f(pSm). (5.1)

Soll f sogar vollstindig multiplikativ sein, so geniigt es, fiir jede Primzahl p und
jedes o € N neben f(1) = 1 und neben (5.1) noch Folgendes zu fordern:

f(p%) = f(p)?. (5.2)
O

Definition 5.3:
(a) Wir definieren €, 1,1d : N — Ny mit

1, n=1,
e(n)::{o n>2 I(n):=1, Id(n):=n.

Dies sind vollstindig multiplikative Funktionen.
(b) Ist p irgendeine Primzahl und o € N, so definiert man geméf Bemerkung 5.2
durch die Festlegungen

-1, a=1, _
R A A T BN

die multiplikative M6bius-Funktion p : N — {0,41} bzw. die multiplikative
Euler-Funktion ¢ : N — N. Weder u noch ¢ sind vollstindig multiplikativ, da
(5.2) in Bemerkung 5.2 nicht allgemein gilt.

Tabelle:

nl|12|3[4|5]6(7]|8[9|10|11(12|13({14|15|16(17|18(19|20
en)|f1|{0|0jO|O|O|O|O|O|O|O|O|O|O|O|O|O|O]|O
)| L] L)1) |{1|L|1]|1|1]l
Id(n)|| 1]2|3(4|5[6|7(8|9|10[11|12[13]|14(15|16(17|18|19(20
u@| 1{-1{-1{0|-1|1|-1{0|O0|1]|-1|O0|-I|1|1]0|-1{0]|-1|0
on)|| 1|1 |2(2]4]|2]|6|4|6|4]10{4|12]/6|8|8|16[6[18]38
Wir haben

e()=1(1)=1d1)=pnu(l)=9()=1,
f(ni-m)=f(m) f(np) firallen;,np €N
fir f = €, 1,1d; schlieBlich
geT (n1,m) = 1= g(ni-m) =g(m)- g(n2)

fiir g = u bzw. g = ¢ und jeweils fiir alle teilerfremden ny,n; € N. O



5.1 Zahlentheoretische Funktionen 71

Definition 5.4: Dirichlet-Faltung
Je zwei zahlentheoretischen Funktionen f,g : N — C ordnen wir ihre Dirichlet-
Faltung f* g : N — C zu mit

(f+8)m) =Y @ (%)

din

wobeli d alle natiirlichen Teiler von n durchlduft. Da mit d auch g alle natiirlichen

Teiler von n durchlaufen werden, ist die Dirichlet-Faltung kommutativ:

(fxg)(n) = (gxf)(n),

was man auch mit folgender symmetrischer Kurzschreibweise ausdriickt:

(fxg)m) =), fld)f(da).

d1d2=n

Satz 5.5:

(a) Die Dirichlet-Faltung zahlentheoretischer Funktionen ist kommutativ und asso-
ziativ mit der Funktion € aus Definition 5.3 (a) als Einselement:

exf=f firjedes f:N—C.

(b) Jedes f: N — C mit f(1) # 0 besitzt bzgl. der Dirichlet-Faltung eine Inverse
£V N = Cmit £71(1) # 0und f! % f = &. Mit der Dirichlet-Faltung ist

Foi={f:N=>C: f(1)#£0}

eine abelsche Gruppe, die grofie Faltungsgruppe.

(c) Die Menge .# aller multiplikativen zahlentheoretischen Funktionen ist bzgl.
,*" eine Untergruppe der groBen Faltungsgruppe .%,. Wir nennen .# die Fal-
tungsgruppe der multiplikativen Funktionen.

O

Beweis:

(a) Die Kommutativitét von ,,x” wurde schon gezeigt, und die Assoziativitit folgt
fiir alle » € N und je drei Funktionen f,g,h: N — C aus
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(b)

()

5 Zahlentheoretische Funktionen

((f+g)h) (n) = Zuw@( )M@)

dg‘n

=Y Yr (dz”dS> g(da)h(ds)

ds|n do| g

= Y f(d)g(da)h(ds)

(dy.dp,d3)EN3:
dy-dy-d3=n

= Y fld)g(d2)h(ds) = (f *(gxh))(n).

didyds=n

Auchiist (e x f)(n Ze ( ) (l)f(g) = f(n) fiir alle n € N Klar.

Fiir (b) beachten wir Zunachst (F*xg)(1) = f(1)g(1) #0 fiir alle f,g € F, so
dass auch f* g € .%, ist. Zu jedem f € .Z, konstruieren wir nun f; ! € .%, aus
den Rekursionsformeln

. 1 .
=2 S (;f( )£

wobei n > 1 ist. Dann folgt zunéchst fiir n = 1:

(=) = £ 1) f(1) =1 =g(1).

Fiir n > 1 haben wir dagegen

n
f. =Y @ (5) £ of (5) =0=e),
n
d|n:
d<n
und insgesamt f,_~ 1y f = €. Zusammen mit (a) folgt, dass .%, bzgl. ,,*” eine
abelsche Gruppe ist.

Mit .# haben wir die Menge aller multiplikativen zahlentheoretischen Funk-
tionen bezeichnet. Es seien f, g € .#. Dannist (fxg)(1) = f(1)g(1) = 1. Die
natiirlichen Zahlen m, n seien teilerfremd. Es gilt

(f+8)mn) = ¥ fd)g (=)

d\mn

Wegen ggT (m,n) = 1 entspricht jedem natiirlichen Teiler d von m - n umkehrbar
eindeutig ein Zahlenpaar (d’,d"”) € N? mit d'|m, d"|n, so dass d = d’ - d" wird.
Aus der Multiplikativitit von f und g folgt somit
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es)om =% 37 (da")s (G i)

zz (2) e ()
(g (g3

= (f*g)(m)-(f*g)(n).

Damit ist wieder fxg € ./ .

SchlieBlich miissen wir noch die Abgeschlossenheit von .# unter der Dirichlet-
schen Inversion zeigen. Wir setzen hierfiir f € .# voraus und miissen f, ' € .#
zeigen: Nach (b) ist ! € %, eindeutig konstruierbar. Auch haben wir im er-
sten Beweisteil von Satz 5.5 (c) bereits

f,e€E M= fxge M

gezeigt. In .7, gilt £, 1(1) = =1 wegen f(1) =

1
f()
Wir definieren g € .# an Primzahlpotenzstellen p* gemiB g(p*) = £, '(p%)
und setzen dann g unter Beachtung von g(1) = 1 multiplikativ fort. Dann gilt
in %, fiir alle a € N und alle Primzahlen p:

(F+0)(p%) = ¥ £(d) ( a):sw):o.

d|p®

Wegen f *g € ./ folgt hieraus fxg=¢emitg=f.' € .4

Definition 5.6:

(a) Eine natiirliche Zahl n heifit quadratfrei, wenn k2|n fiir keine natiirliche Zahl
k>1 gllt

(b) Istn = pj " 'mit Primzahlen p; < ... < pjund ap,...,a; € N die Prim-
faktorzerlegung von n € N fiir n > 1 mit j Verschiedenen Primzahlen, so setzen
wir @(n) := j. Zudem setzen wir @(1) := 0.

O

Satz 5.7:
(a) Die multiplikative Mobius-Funktion pt berechnet sich nach der Formel

(n) = (=1)®™_ falls n € N quadratfrei ist,
pin) = 0, sonst.
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Es gilt fiir alle n € N:

s nzl, . =1
%y { no 1 dh. puxl=¢e bzw. p=1,"

(b) Die multiplikative Eulersche Funktion ¢ erfiillt die Beziechungen

Y o) =n firneN, dh. @x1=Id, sowie ¢=pxId.
din

Es ist @(n) die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen k € Nmit 1 <k <n.
O

Bemerkung zu Satz 5.7: Mit der Berechnungsformel fiir ¢t (n) in (a) kann man die
Beziehung ¢ = u +Id in (b) fiir alle n € N auch in der folgenden Form schreiben:

w=nit (1-3)

p prim
Beweis von Satz 5.7:

(a) Die Berechnungsformel fiir pt(n) mit Hilfe von @(n) ergibt sich direkt aus De-
finition 5.3 (b). Nach Satz 5.5 (c) ist mit u,1 € .# auch u*1 € .#, so dass
wir die Beziehung p * 1 = € nur an Primzahlpotenzstellen p® mit o € N zeigen
miissen:

D)) = Y ud)= Y uld)=1+u(p) =0=e(p).
d|p* d|p*:

p quadratfrei
u = 1! folgt damit ebenfalls aus Satz 5.5 (c).

(b) Wir verwenden Satz 5.5 (c): Esist @ x 1 € .# sowie
o o
(p+1)(p*) = ¥ o)=Y, o(pP) =1+ Y (PP pP~) = p* =1d (p)
d|p® B=0 B=1

an jeder Primzahlpotenzstelle p* mit o € N, siehe auch Definition 5.3 (b). Da-
her gelten @+ 1 =1d bzw. ¢ = (¢ x 1) * 17! =Id * u allgemein. Zur Interpre-
tation von @(n) definieren wir fiir jeden natiirlichen Teiler d von n die Mengen

Agn={keN:1<k<n und geT(k,n)=d}.

Deren Elementeanzahl ist |Ay,| = @ (%), wenn @(j) fiir j € N die Anzahl der
natiirlichen Zahlen k < j mit ggT (k7 J) = 1 bezeichnet.
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Die Mengen Ay, sind fiir festes n € N elementfremd mit

UAun={keN:1<k<n} und Y |Asl :qu(g) —n,
din d|n din

also gilt 1 %@ =1Id. Aus Satz 5.5 (a) und Satz 5.7 (a) folgt endlich

e=pxld =px(1+9)=(ux1)xp=£xp=9.

]

Satz 5.8: Mobiussche Umkehrformel

Zu jedem g : N — C gibt es genau ein f : N — C mit der Eigenschaft

gn)=Y f(d) firalleneN, dh g=fxl.
din
Fiir dieses gilt
f(n)= Z,u(d)g (g) firallen e N, dh. f=puxg.
din

]

Beweis: Zu g : N — C definieren wir f : N — C mit f := p * g. Dann gilt nach
Satz 5.5 (a):

f=g*p, fxrl=(gxpu)xl=gx(uxl),
und weiter mit Satz 5.7 (a):
fxl=gxe=g.

Zur Eindeutigkeit von f nehmen wir noch f* 1 = £ 1 mit einem f : N — C an.
Wie zuvor folgt

(f*)xpu=(f*1)xu, alsowegen lxu=¢:

fr(lxu)=f*(lxu), und f=fxrxe=fxe=Ff.

Bemerkung 5.9:
In Satz 5.8 miissen weder f noch g multiplikativ sein, nicht einmal f € .%, oder
g € %, muB gelten. Dagegen gilt dort nach Satz 5.5 (c) die Aquivalenz

feHM=ge H.
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Satz 5.10:
Es sei f : N — C vollstindig multiplikativ, siehe Definition 5.1. Dann gilt £, = - u,
d.h fiir alle n € N ist

fl(n) = f(n)-u(n) firallen e N.

O

Beweis: Es ist f auch multiplikativ, also f € .#Z und f-u € .#, so dass wir gemif3
Satz 5.5 (c) die Beziehung (f - 1) * f = € nur an Primzahlpotenzstellen p* mit o € N
zeigen miissen. Dort gilt in der Tat

((F-m=Np*) =Y () (”da)

d|p*
=f(Mu)f(p®) + f(p)u(p)f(p*)
=1-f(p%) = f(P)f(P* ) = F(p*) — fF(p*) =0=€(p“).

Bemerkung 5.11:

Die Funktion f = 1 ist vollstindig multiplikativ, dagegen f,"' = u nur noch multi-
plikativ. Auch sieht man leicht, dass die Dirichlet-Faltung f x g zweier vollstindig
multiplikativer Funktionen f, g im Allgemeinen nur noch multiplikativ ist:

Als Beispiel betrachten wir f = g = 1 mit der Divisorfunktion 7 := 1 % 1, wobei
7(n) die Anzahl der natiirlichen Teiler von n liefert. Es ist zwar T € .#, aber 7 ist
nicht vollstindig multiplikativ, denn an Primzahlpotenzstellen p* mit o € N gilt:
7(p*) = a+ 1. Zum Beispiel ist 7(p?) = 3, dagegen t(p)-7(p) =2-2 =4. O

5.2 Aufgaben

Aufgabe 5.1: Inversion zahlentheoretischer Matrizen
Es sei A : N — C vollstindig multiplikativ, also A (1) = 1 und

A(mk) = A(m)A (k) Vm,keN.

Definiere Ay , = (k) j =1,
Eintrdgen

2 €C" By = (bim)kym=1.....n € C"" mit den Matrix-
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aj = {/1 (f) . fiir jlk,

0, fiir j [k,
s fua(), i,
" 0, firk fm.

Man zeige: Die Matrix B , ist invers zu Ay ,, d.h.

« 1, firj=m,
ajkbim = Gjm = -
k; g {o, fiir j £ m.

Losung:
Die Eintrége der Produktmatrix A ,, B ,, lauten

n

on= Bt £ 1) (22)

Fiir j { m ist ¢, = 0 (leere Summe), wihrend wir fiir j|m erhalten:

o=t (5) £ ) =2(5) 20 (75)

Jlk klm

A (%) =1, fiirm=j (siehe Satz 5.7 (a)),
Cim =
J 0, sonst.

17 j:m7

Insgesamt ist ¢, = Ojy = .
0, j#m.

Aufgabe 5.2: Eigenschaften des ggT und seine Verallgemeinerung auf mehrere
Argumente

(a) Fiir jedes feste n € N zeige man die Multiplikativitdt der zahlentheoretischen
Funktion ggT(n,-) : N — N,

(b) Mit ggT(ay,...,a,) bezeichnen wir den groBten gemeinsamen Teiler von n € N
ganzen Zahlen ay, ..., ay,, die nicht alle zugleich verschwinden. Man zeige, dass
es ganze Zahlen Ay, ..., A, gibt mit
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geT(a,...,a Z May

und dass d|ggT(ay,...,a,) fiir jeden gemeinsamen Teiler d von ay,...,a, gilt.

Losung:

(a) Betrachte ggT (n,-) : N — N fiir festes n € N. Die Zahlen j,k € N seien teiler-
fremd. Dann gelten die Darstellungen

j=pr§”, k—Hp/ﬁ" und
n— Hp Hp/&c Hp//&’

mit r,s,# € Ny, mit paarweise verschiedenen Primzahlen py,...,ps; pl, ..., pis
pY,....p/ und Exponenten 0, Bs, & € N, 9,05 € Ny. Fiir r =0 bzw. s =0
bzw. t = 0 erhalten die leeren Produkte jeweils den Wert 1. Zunichst beachten
wir ggT (n,1) = 1. Nun erhalten wir allgemein fiir ggT (j,k) = 1:

eeT(nj) = [T pp" %™,

p=1
s .
geT (n,k) = [ po"" P,
o=1
r . s .
ggT (n, jk) = [ pp "% ®)- T paPe-%)
p=1 o=1

=ggT (n, ) - ggT (n,k),
d.h. ggT (n,-) ist multiplikativ.

(b) Wir zeigen durch Induktion bzgl. n € N:

Wenn ay, ...,a, € Z nicht alle verschwinden, dann gibt es ganze Zahlen A, ..., 4,
mit

ggT (ar,....a Z M. (5.3)
Ist dann d ein gemeinsamer Teiler von ay, ...,a,, also ay =d - a;C mit a}c € Z fir

k=1,...,n, so folgt aus

n
ggT (ay,...,a,) =d- Z A,
k=1
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auch d|ggT (ay,...,ay).

Induktionsanfang: Es gilt (5.3) fiir n = 1 wegen ggT (a;) = |a1]| = A1a; mit
dem Vorzeichen

. 1 fir a3 >0
A =sign(a;) =
! gn(@1) {1 fir a; <O.
Induktionsannahme: Wir nehmen an, fiir ein n > 2 modge es zu jedem
j€{l,..,n—1} ganze Zahlen 4, ..., A; geben mit

J
geT (ai,...,a;) = Z Arag.
k=1

Hierbei konnen wir voraussetzen, dass alle Zahlen ay,...,a, von Null verschie-
den sind, da man Argumente a; = 01in ggT (ay, ..,a;) einfach streichen kann, um
danach auf die reduzierte Liste die Induktionsannahme anwenden zu kdnnen.

Nach der Induktionsannahme gibt es zu d, := ggT (ay,...,a,—1) ganze Zahlen
2.1, ~~7)~an mit

n—1

d* = Z lkak.
k=1

Weiterhin gibt es nach Satz 2.8 Zahlen a, € Z mit
n—1
2eT (dy,a,) = ady + Ba, = Z alai+ Bay. (5.4)
k=1

Nach (5.4) ist d* := ggT (ay, ...,ay) ein Teiler von ggT (d,,a,) und ggT (dx,a,)
gemil Konstruktion ein gemeinsamer Teiler von ay, ...,a,. Aus der Maximalitit
von d* folgt d* = ggT (d.,a,), und wiederum nach (5.4) ist d* eine Linearkom-
bination von ay,...,a, mit ganzzahligen Koeffizienten, womit der Induktions-
schritt gezeigt ist.

Aufgabe 5.3: Variante der Umkehrformel von Mdbius
Wir betrachten Funktionen F,G : [1,%) — C. Man zeige die Aquivalenz der beiden
Bedingungen
X
G)=Y F () firallex>1
(x) Z . iir alle x >

n<x

sowie N
F(x)=) u(n)G (7) firallex>1.
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Losung:
Aus der ersten Bedingung folgt

Luma ()= Lum T F(r) = X Tuer () =re

n<x n<x x/n m<x n\m

1

fiir alle x > 1 unter Beachtung von Z un) = {J . Umgekehrt erhalten wir aus
nlm m

der zweiten Bedingung die erste, denn

£r(2)=E L io(3)- L Euwo(Z) ~oi.

n<x n<x k<x/n m<x k|m

Aufgabe 5.4: Addition und Multiplikation zahlentheoretischer Funktionen
Mit R bezeichnen wir hier die Menge aller zahlentheoretischer Funktionen. Wir
versehen R mit der punktweisen Addition +zweier zahlentheoretischer Funktionen
sowie mit der Dirichlet-Faltung * als Multiplikation. Man zeige, dass (R, +,*) ein
kommutativer Ring mit Einselement ist.

Losung:

Wir iiberpriifen die Ringaxiome (R1)-(R4) aus Definition 1.9. Bezeichnen wir die
Nullfunktion mit 0, also 0(r) = 0 fiir alle n € N, so folgt aus den Gruppeneigenschaf-
ten von (IR, +,0) sofort, dass auch (R, +,0) abelsche Gruppe ist. Somit gilt (R1). Mit
der Dirichletschen Faltung * als Multiplikation gilt (R2) und (R4) nach Satz 5.5(a).
Wegen (R4) miissen wir fiir den Nachweis von (R3) nur das erste Distributivge-
setz tiberpriifen. Es seien hierzu drei zahlentheoretische Funktionen f,g,h: N — C
gegeben. Dann gilt fiir jedes n € N:

eermim =T (s (3) +4(3))
- ; f@s(5)+ L s (%)
=(f %) (n) +(f+h)(n).

Wir erhalten einen kommutativen Ring, der nach Satz 5.5(a) die zahlentheoretische
Funktion € aus Definition 5.3(a) als Einselement besitzt.



Lektion 6

Kongruenzen, Restklassenringe und prime
Restklassengruppen

Zwei ganze Zahlen nennt man kongruent bzgl. eines sogenannten Moduls n € N,
wenn deren Differenz durch 7 teilbar ist. Man stellt dann nicht nur fest, dass die Kon-
gruenz eine Aquivalenzrelation ist, sondern auch, dass man die zugehorigen Aqui-
valenzklassen, von denen es nur endlich viele gibt, wie ihre Representanten addie-
ren und multiplizieren kann. So wird man auf die Restklassenringe sowie die prime
Restklassengruppe modulo n gefiihrt. Dies sind endliche algebraische Strukturen,
die in den darauffolgenden Abschnitten wichtige neue Anwendungen ermdglichen.

6.1 Kongruenzrechnung

Grundlage dieses Abschnittes ist die

Definition 6.1:
Es sei n eine natiirliche Zahl, hier auch Modul genannt. Zwei ganze Zahlen a, a’ mit
nla — a’ werden kongruent bzgl. des Moduls n genannt. Wir schreiben

a=d modn bzw. a=d (n)
oder einfach nur a = o/, wenn der entsprechende Modul eindeutig aus dem Kontext
hervorgeht. U

Satz 6.2:

Die Kongruenz = mod n € N ist eine Aquivalenzrelation. Es gibt genau n verschie-
dene Aquivalenzklassen [a], := {d' € Z:a=d (n)} = a+nZ, gegeben durch die
Reprisentantena € Z mit 0 <a <n—1. O

Beweis: Wegen n|a — a ist die Kongruenz = modn reflexiv, wegen nja —d' =
n|a’ — a symmetrisch, und die Transitivitiit folgt aus der Implikation

81
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nla—d A nld —d" = nla—d" wegena—d"' = (a—d' )+ (d —d").

Fiihrt man fiir jedes a € Z die Division durch n mit Rest r aus gemif

a
a:rJrnth,
n

so erhdlt man nach Satz 2.4 jeweils ein r = @ (n) mit genau n paarweise modn
inkongruenten Resten 0 <r <n—1. ]

Definition und Satz 6.3:
Fiir je zwei Restklassen [a],, [b], wird gemiB

[aln+ [bln = [a+Dbln, [a]n-[bln:=la bl

eine von der Auswahl der Représentanten a, b unabhingige Addition bzw. Multipli-
kation eingefiihrt. Damit ist

Zy :={la], : a € Z} fiir jedes feste n € N

ein kommutativer Ring mit n Restklassen, der sogenannte Restklassenring mod 7.
Fiir n > 1 besitzt dieser das Einselement [1],,.

SchlieBlich ist Z, genau dann ein Integritédtsbereich , wenn n = p eine Primzahl ist.
In diesem Fall ist Z,, sogar ein Korper (mit p Elementen). (]

Beweis: Hatmand' =a (n), b’ =b (n), so gibt es ganze Zahlen k, | mita =da’ +kn,
b = b’ + In. Hieraus folgt die Wohldefiniertheit der Addition und Multiplikation von
Restklassen, denn

(a+b)—(d+b)=n-(k+1) und a-b—d-b' =n-(dl+b'k+nkl).

Nun erinnern wir uns an Definition 1.9, die axiomatischen Beschreibung eines Rin-
ges:

Es gilt das assoziative Gesetz

(laln + [bln) + [c]n = [a+b]n + [c]n =
=la+b+cly=la]n+[b+cly = [a]n+ ([bln+ [c]n),
und das kommutative Gesetz folgt noch einfacher:
[a]n + [b]n = [a+b]u = [b+aly = [b]n + [a]n-

Es ist [0], das Nullelement und [—a], das zu [a], entgegengesetzte Element. Damit
ist (Zy,+,[0],) abelsche Gruppe, die additive Restklassengruppe mod n, und es gilt
(R1). Das assoziative Gesetz (R2) der Restklassenmultiplikation beweist man vollig
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analog wie bei der Addition, ebenso die Kommutativitiit der Restklassenmultiplika-
tion, so dass sich (R3) schon folgendermaflen ergibt:

[a]n- ([bln+[c]n) = [a]n-[b+cln=[a(b+c)]n=a-b+a-cl, = [aly-[bln+[a]u-[c]n-

Damit ist Z, ein kommutativer Ring, fiir n > 1 mit dem Einselement [1],,. Fiirn = 1
besteht Z,, dagegen nur aus dem Nullelement [0],, was wir in Definition 1.11 fiir
einen Integrititsbereich ausgeschlossen haben.

Ist n =a-b > 1 mit natiirlichen Zahlen 1 < a < n, 1 < b < n keine Primzahl, so wird

mit den Nullteilern [a],, [b],, siche Definition 1.11, und Z, ist wieder kein Inte-
grititsbereich. SchlieBlich sei n = p > 2 eine Primzahl und [a], - [b], = [0],. Dann
gilt pla- b, also pla oder p|b und mithin [a], = [0], oder [b], = [0],, so dass Z,
Integrititsbereich ist.

Wir zeigen, dass Z, ein Korper ist. Hierzu sei [a], # [0],, d.h. p { a und somit
auch ggT (a,p) = 1. Der Euklidische Algorithmus liefert ganze Zahlen b, k mit
a-b+k-p =1, und hieraus folgt

la]p - [b]p = [1]p.

so dass [b],, die multiplikative Inverse zu [a], liefert. Damit ist Satz 6.3 bewiesen. ll

Beispiel 6.4:

Betrachte den Korper Z3 zum Primzahlmodul n = 3. In folgenden Tabellen rechnet
man gemif Satz 6.2 nur noch mit den eindeutig bestimmtem Divisionsresten mod 7,
0 <a <n-—1,dh. man ersetzt [a], durch diese Werte von a.

+]0 1 2 o 1 2
0 0 1 2 0 0 0 O
1 1 2 0 1 0 1 2
2 2 0 1 2 0o 2 1
Tabellen: Addition und Multiplikation modulo 3.
Fiir Z4 erhalten wir dagegen keinen Korper:
+]0 1 2 3 lo 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0O 0 0 O
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0o 2 0 2
3 30 1 2 3 0 3 2 1
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Tabellen: Addition und Multiplikation modulo 4. U

Definition und Satz 6.5:

Es sei n > 1 ein Modul und Z; := {[a], : ggT (a,n) = 1}. Dann ist (Z}, -, [1],) bzgl.
der Restklassenmultiplikation eine abelsche Gruppe mit dem Einselement [1],, als
Neutralelement, die sogenannte prime Restklassengruppe mod n. Diese besitzt ge-

nau ¢ (n) Elemente, und fiir jedes a € Z mit ggT (a,n) = 1 gilta®® =1 (n). O

Beweis: Da aus ggT (a,n) = ggT (b,n) = 1 auch ggT (ab,n) = 1 folgt, ist Z;; unter
der assoziativen Multiplikation abgeschlossen. Nun betrachten wir eine ganze Zahl
a, die zu n teilerfremd ist. Der Euklidische Algorithmus liefert dann ganze Zahlen
b, k mit ab+ kn = 1, so dass [a], - [b], = [1],, mit dem Einselement [1], € Z} wird.
Damit ist (Z},-,[1],) eine abelsche Gruppe. Deren Elementeanzahl ist |Z}| = ¢(n),
da @(n) die Anzahl der natiirlichen Zahlen a mit a < n liefert, die zu n teilerfremd
sind, siehe Satz 5.7 (b). Aus dem Satz 1.8 folgt nun

a®" =1 (n) fir ggT(a,n)=1.

]
Bemerkung 6.6:
Auch fiir n = 1 definieren wir noch Zj := {[0]; } als einelementige abelsche Gruppe
mita®” =a=1=0 (1) firacZ. O
Beispiel 6.7:

(@) Zi, = {[1}12,[5)12,[7]12,[11]12}. Die prime Restklassengruppe modulo 12 hat
©(12) = ¢(3) - ¢(4) = 2-2 = 4 Elemente. Ihre Gruppentafel lautet:

|1 5 7 11
15 7 11

505 1 11 7
7 11 1 5

1|1 7 5

(b) Fiir die Primzahl n = 7 haben wir ¢(7) =6 und Z% = {[1]7, 27, [3]7, [4]7, [5]7, 67}
Tabelle der inversen Elemente in Z3:

1 2 3 4 5 6 dulo 7
N 5 5 modulo 7.

a! |
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Satz 6.8: Chinesischer Restsatz
Es seien ny,n,, ..., n, natiirliche Zahlen, die paarweise teilerfremd sind:

geT (nj,n) =1 fiiralle j,k € {1,...,r} mit j # k.
Sind dann ay,ay, ...,a, weitere r ganze Zahlen, dann haben die Kongruenzen
x=aj (n;) firj=1,.,r

gemeinsame Losungen x € Z. Je zwei dieser Losungen sind einander modulo
n:=njny...n, kongruent. [l

Beweis: Fiir n = nyny...n, ist n’] := — eine natiirliche Zahl, und es gilt
n
J

ggT (nj,n’j) =1 firalle j=1,..,r.

Wiire niimlich p ein gemeinsamer Primteiler von n; und n}, so miisste » > 1 sein und
p schon einen der Faktoren n; mit k # j teilen, aus denen n’] zusammengesetzt ist.
Man hitte dann den Widerspruch p|n; A p|n;. Nach Satz 6.5 gibt es ganze Zahlen
bj mit

n/jbjzl (nj), j=1.2,...r (6.1)
was trivialerweise auch fiir Indizes j mit n; = 1 gilt.
Offenbar gilt fiir alle j,k=1,...,r mit j # k:

by =0 (n;). (6.2)

Nun ist x := Y. n;bray eine gesuchte Losung, denn es gilt nach (6.1) und (6.2) fiir
=1
alle j=1,...r:

,
x= n'jbjaj + Z nibray = aj (nj).
k=1
ki j
Es sei X eine weitere Losung des Kongruenzsystems ¥ = a; (nj), j=1,...,r. Dann
istn; |¥ —x, und fiir j # k haben n Ji» N stets verschiedene Primteiler. Nach dem Satz
von der eindeutigen Primfaktorzerlegung folgt dann auch n|¥—x, d.h. x =% (r). ®

Nach Satz 6.5 gilt a®™) = 1 (n) fiir ggT (a,n) = 1, siche auch Bemerkung 6.6 und
Satz 1.8. Dies rechtfertigt die

Definition 6.9:

Fiir n € Nund a € Z sei ggT (a,n) = 1. Dann bezeichnet & = ord ,(a) die kleinste
natiirliche Zahl mit @" = 1 (n). Wir nennen / die Ordnung oder auch den Exponen-
ten von a modulo 7. U
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In dieser Definition ist 2 > 1. Bei ggT (a,n) = 1 konnen wir fiir alle j € Z Poten-
zen a/ modulo n berechnen: Nach Satz 6.5 gibt es ein b € Z mit ggT (b,n) = 1 und
a-b=1 (n), wobei b modulo n eindeutig ist. Auch fiir j < 0 erhalten wir dann aus
@/ =b~/ (n) einen modulo n zu a/ kongruenten Divisionsrest € Np. Dann gilt

Satz 6.10: '
Fiir h = ord ,(a) gilt h|@(n). Des weiteren ist die Kongruenz a/ = a* (n) fiir alle
J,k € Z genau dann erfiillt, wenn j =k (h) gilt. O

Beweis: Wir dividieren j und k mit Rest jeweils durch £, also

i _ .|k
]—r+{th, k—r—l—{th

mit ganzzahligen Resten r, 7 € {0,...,h— 1}. Dannist wegen a*" = 1 (n) fir A € Z
die Kongruenz a/ = a* (n) zua” =a” (n) dquivalent.

Wiire r  //, etwa r < 1/, so wiirde aus @’ = a” (n) die Kongruenz a” " =1 (n)
mit 1 < # — r < h folgen, im Widerspruch zur Minimalitét von / € N. Es muss also
r = r’ gelten, und die Kongruenzen a/ = a* (n) sowie j =k (h) sind dquivalent. B

Satz 6.11:
Aus ggT (a,n) = 1 und ord ,(a) = h folgt
ord (") = o fiir alle k € Z.
2gT (h,k)
O
Beweis: Es ist s := ord,(a*) die kleinste Zahl s € N mit a** = 1 (n), d.h. mit h|ks
h
nach Satz 6.10. Die letzte Bedingung ist dquivalent dazu, dass ————- ein Teiler
) i 2gT (h,k)
von ————— - s und somit auch von s ist, da und teilerfremd
ggT (h,k) ggT }(ZhJc) ggT (h,k)
sind. Aus der Minimalitit von s folgt nun s = ————. |
gt (h,k)
Satz 6.12:

n
Es sei g(x) = ¥ a;x* ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ay, ..., a, fiir
k=0

n € Ny, und es sgi p eine Primzahl, die kein Teiler von a,, ist. Dann gibt es modulo p
nicht mehr als n zueinander inkongruente Losungeny € Z von ¢(y) =0 (p). O
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Beweis: Wenn der Satz nicht gilt, gibt es ein Polynom g(x) = Z byx* mit mini-

malem Grad m € N, zu dem wir eine Primzahl p mit p t b, sow1e m~+1 mod p
zueinander inkongruente Losungen

X1y ey Xms Xm41 € Z

mit §(xg) =0 (p) fir @ =1,...,m+1 finden. Es muss dann m > 1 gelten, da fiir
m = 0 niemals §(x) = by durch p teilbar ist. Nun setzen wir

0(x) :=G(x) — by, - ]fIl(x—xk).

Hierbei kiirzt sich der Anteil der groften Potenz x™ heraus. Es ist

m
Q xm-H E H Xm+1 _xk )7

wobei kein Faktor by, bzw. x4 — x; durch p teilbar ist. Daher ist Q(x) = Z a jxf

ein Polynom vom Grad N < m, dessen Koeffizienten a; nicht alle durch p tellbar
sind. Ist n < N der groBte Index, fiir den a,, nicht durch p teilbar ist, so setzen wir

= i ajxj.
j=0

Nun gilt p t a, mit n < m, g(y) = Q(y) (p) fiir alle y € Z sowie fir a = 1,..,m
q(xa) =0(xq) = G(x¢) =0 (p), und wieder muss n > 1 sein. Damit hat G(x) nicht
den geforderten Minimalgrad m. |

Definition 6.13:
Es sei ggT (a,n) = 1. Wir nennen a eine Primitivwurzel mod n, wenn gilt:

ord ,(a) = ¢(n).
O

Primitivwurzeln haben demnach die groftmogliche Ordnung. Jedoch gibt es nicht
zu jedem Modul n Primitivwurzeln:

Satz 6.14:
(a) Ist p eine Primzahl, so gibt es @(p — 1) Primitivwurzeln mod p.

(b) Die einzigen Moduln n € N, zu denen es Primitivwurzeln gibt, sind gegeben
durch
n=124,p" 2pP,
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wobei f3 eine beliebige natiirliche Zahl ist und p eine ungerade Primzahl.
d

Beweis: (a) Jedes a € Nmit 1 <a < p—1ist zu p teilerfremd und besitzt eine
Ordnung % := ord ,(a) mod p mit h|p— 1. Fir k=0,...,h— 1 gilt dann

und 1,4',...,a"" sind nach Satz 6.10 zueinander mod p inkongruent. Somit stel-

len nach Satz 6.12 die a* mit 0 < k < h— 1 alle ganzzahligen Losungen von
¥ —1=0 (p) dar. Davon gibt es nach Satz 6.11 und Satz 5.7 (b) genau ¢ (k) Losun-
gen, die exakt die Ordnung 2 mod p besitzen, ndmlich die dFmito<k<h-—1
und ggT (h,k) = 1. Insbesondere ist jedes a mit p { a und ord ,(a) = h Losung von
X'—1=0 (p).

Jedes a € Nmit 1 <a < p—1 besitzt mod p eine Ordnung A, die p — 1 teilt. Daher
gilt, wenn @, (h) die Anzahl dieser Zahlen a mit Ordnung 2 mod p bezeichnet:

Y op(h=p—1. (6.3)

h|lp—1

Nach den vorigen Betrachtungen ist entweder ¢,(h) = @(h) oder ¢,(h) =0, je
nachdem, ob es iiberhaupt ein a € {1,...,p — 1} mit Ordnung % gibt oder nicht. Es
folgt

¢p(h) < @(h) fiir jedes h € N mit hlp—1. (6.4)

Nach Satz 5.7 (b) gilt zudem

Y o(n)=p-1. (6.5)

hlp—1
Aus (6.3) bis (6.5) folgt sofort ¢,(h) = ¢@(h) fiir jedes h|p — 1. Insbesondere ist
¢p(p—1)=@(p—1) > 1, womit (a) bewiesen ist.

(b) Den Nachweis von (b) fiihren wir in vier Schritten durch:

Schritt 1: Wir zeigen, dass die Moduln n = 2* fiir k = 0, 1,2 Primitivwurzeln besit-
zen, fiir k > 3 dagegen nicht. Wir beginnen mit n = 1,2,4:

Modul n Primitivwurzeln mod n:

1 1 (bzw. 0)
2 1
4 3

Nun sei n = 2€ mit k > 3 und a € N ungerade. Wir zeigen induktiv:

k=2

@ =1 (2% firalle k> 3. (6.6)
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Schritt 2:

Schritt 3:

1 1
Wegen 282 = E(p(Zk) = E(p(n) ist dann Schritt 1 getan. Mit a = 2¢ + 1

wird a®> = 4t(t+1)+1=1 (8), dat(t+ 1) gerade ist. Somit gilt (6.6)
fiir k = 3. Nun nehmen wir an, (6.6) sei fiir ein k > 3 schon gezeigt, d.h.
a7 = 142 . u mit einem u € Ny,

Durch Quadrieren folgt hieraus der Induktionsschritt:
2 = 1+ 2K 4 22%,2 = 1 (2k+1)'

m .
Nun sei n = 2~ ] p?’ > 2 mit k € No, m,a; € N und paarweise ver-
J=1

schiedenen ungeraden Primzahlen p;, j = 1,...,m. Wir zeigen, dass n fiir

m > 2 oder fiir m = 1, k > 2 keine Primitivwurzel besitzt:

Die Zahlen n; := p‘f‘1 und ny 1= :T sind teilerfremd mit n = n; - ny und
o —1

o(n)=o@(n)@(n2). Esist @(n;) = pi" (p1 — 1) gerade. Nun sei m > 2
oder m = 1, k > 2. Dann ist auch ¢@(ny) gerade. Es sei a € N zu n tei-
lerfremd. Dann ist a auch zu n; und n; teilerfremd, und nach Satz 6.5
gilt

a®™ =1 (), a®™ =1 (np),

also wegen ggT (ny,ny) = 1:

a9 — (g#m))3e(m) — (490m))300m) = | (p),

und a ist keine Primitivwurzel mod 7.

Es sei n = pP mit ungerader Primzahl p. Fiir die Suche nach Primitiv-
wurzeln mod n diirfen wir § > 2 nach der bereits bewiesenen Aussage (a)
voraussetzen und eine Primitivwurzel » mod p als gegeben betrachten.
Dann ist fiir jedes 7 € Z mit b auch a := b(1 +¢p) Primitivwurzel mod p.
Es gilt 5»~! = 1+ sp fiir ein s € Z, und weiter mit Hilfe des binomischen
Lehrsatzes:

a~! = (1+sp)(1+1p)P~!
(1+sp)(1+tp(p—1)) (p*)
L+(s=0)p (p7).

Fiirt s (p) ist @ eine Primitivwurzel mod p mit a”~' # 1 (p?).

Es gibt also immer eine Primitivwurzel @ mod p mit a?~! # 1 (p?). Wir
zeigen nun, dass dieses a bereits eine Primitivwurzel mod pﬁ ist:

Aus der Darstellung

a? '=1+Ap mit LZ0 (p) (6.7)
folgt mit vollstindiger Induktion fiir alle j € Ny:

aP’ =) = 1+ Ap/H! (pjﬂ).
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Setzen wir j := 8 — 2, so erhalten wir
a0 = 14 2 pP (pP). (6.8)

Es sei d die Ordnung von a modulo pP. Es ist ¢(pP) = pP~1(p—1), und
Satz 6.10 liefert
dlpP ' (p-1). (6.9)

Es gilt ¢ =1 (pP), und hieraus folgt a? = a® (p). Nun wenden wir

Satz 6.10 auf die letzte Kongruenz an, und beachten, dass die Primitiv-
wurzel a modulo p die Ordnung p — 1 hat. Wir erhalten d =0 (p— 1),
d.h.

p—1]d. (6.10)

Aus (6.9) und (6.10) folgt mit einem Exponenten k < 8 — 1:
d=pp—1). (6.11)

Wegen (6.8) und L Z0 (p) in (6.7) ist k < 8 — 2 ausgeschlossen, da
a® =1 (pP) gelten muss. Somit gilt k = B — 1, und aus (6.11) folgt
d = ¢(pP), so dass a in der Tat Primitivwurzel mod pP ist.

Schritt 4: Es sei n = 2pP mit einer ungeraden Primzahl p und B € N, sowie b eine
Primitivwurzel mod pP. Nun setzen wir
g b, falls b ungera(?e ist, 6.12)
b+pP, falls b gerade ist.
Dann liefert (6.12) eine ungerade Primitivwurzel ¢ mod p?, und es gilt
2¢T (a,n) = 1. Es sei d die Ordnung von a modulo n. Dann gilt d|¢(n)
mit @(n) = @(pP), also d|@(pP). Aus a? =1 (2pP) folgen aber auch
a’ =1 (pP) sowie @(pP)|d, da a Primitivwurzel mod pP ist. Es folgt
endlich d = @(pP) = @(2pP), so dass a Primitivwurzel mod 2pP ist.
|
Definition 6.15:
Essein € N.

(a) Wir sagen, die Zahlen ay,a»,...,a, bilden ein vollstindiges Restsystem mod 7,
wenn Z, = {[ai]n,|a2]n, ..., [an]n} gilt. Man beachte, dass dann die a; fiir
j =1,...,n zueinander modulo n inkongruent sind.

(b) Wir sagen, die Zahlen ay,as, ces A (n) bilden ein reduziertes Restsystem mod n,
wenn Z;, = {[ai]n,[@2]n, -, [an]p@m } gilt. Man beachte, dass dann die a; fiir
Jj=1,...,¢(n) zueinander modulo n inkongruent und alle zum Modul » teiler-
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fremd sind.

Bemerkung 6.16:
Istn= 1,2,4,pﬁ , 2pﬁ ein Modul aus Satz 6.14 mit einer ungeraden Primzahl p und
B € N und a eine Primitivwurzel modn, so ist die Gruppe Z; zyklisch, denn die
Potenzen

a',a?,...,a®"
bilden ein reduziertes Restsystem mod . Von diesen sind nach Satz 6.11 genau die
Potenzen a* mit 1 <k < ¢(n) und ggT (¢(n), k) = 1 Primitivwurzeln mod 7, so dass
es genau @(¢(n)) Primitivwurzeln mod n gibt.

Aus dem Beweis von Satz 6.14 geht klar hervor, dass aus der Kenntnis der Primi-
tivwurzeln zu Primzahl-Moduln p sofort die Primitivwurzeln zu obigen Moduln n
gewonnen werden konnen. Aus diesem Grund tabelliert man meist nur die Primitiv-
wurzeln mod p. U

Beispiel 6.17:
Ist a eine Primitivwurzel modn und 41,22, ...,A4(,) ein vollstindiges Restsystem

mod ¢(n), so bilden die Potenzen ar ,alz, ...,a’lq’(”) ein reduziertes Restsystem
mod n:

Esseip=23,n=p>=09, ¢(n) =9 —3 = 6. Dann ist b = 2 Primitivwurzel mod 3,
und wegen 23~ =4 # 1 (3?) auch Primitivwurzel mod 9. Die Zahlen 0, +1, 2, 3
bilden ein vollstidndiges Restsystem mod 6, und somit

1=2° 2=2! 5=271(9), 4=22 7=2%(9), 8=2°

ein reduziertes Restsystem mod 9. Davon gibt es nur ¢(¢(9)) = ¢(6) = 2 Primitiv-
wurzeln mod 9, ndmlich 2 und 5.
Tabelle der Ordnungen: Die zyklische Gruppe Zg wird von [2]o und [5]9 erzeugt.

k|12 4 05 7 8
1

ordo(k) | 6 3 6 3 2

6.2 Aufgaben

Aufgabe 6.1: Der Wilsonsche Satz
Man zeige: Fiir jede Primzahl p und nur fiir Primzahlen p gilt bei p > 1:

(p—1t=-1(p).
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Losung:
Fir p=2ist 2—1)!=1=—1 (2), und fiir p = 3 haben wir (3 —1)! =2 =
—1 (3). Nun sei p > 5 eine Primzahl. Dann besitzt die Kongruenz x> = 1 (p) fiir

1 <x < p genau die beiden Losungen x = 1 bzw. x = p — 1. Dies folgt aus Satz 6.12
mit g(x) = x> — 1. Die iibrigen von Null verschiedenen Divisionsreste 2,3, ..., p — 2

mod p lassen sich fiir x = 1,2, ..., P— zu paarweise disjunkten Mengen {xy,yq }

mit xg - Yo =1 (p) und xo # yo zusammenfassen. Es folgt (p—1)! =1-(p —
p=3

2
1) IT (x¢ - ya) = —1 (p). Ist schlieBlich n = ab aus den natiirlichen Zahlen a > 1,
a=1
b > 1 zusammengesetzt, so enthilt das Produkt (n — 1)! die Faktoren a und b, und
folglich wird

(n=1)'=0£-1 (n).

Aufgabe 6.2: Ordnungen in der primen Restklassengruppe Zj,
Fiir die Zahlen a € {£1,...,£8} fertige man eine Tabelle der Ordnungen von a
mod 17 an. Welche davon sind Primitivwurzeln mod 17?

Losung:
Die Ordnungen von k und —k mod 17 stimmen fiir k = 2,3, ...,8 {iberein, da sie
Teiler von @(17) = 16 = 2* groBer als Eins und somit gerade Zahlen sind.

Tabelle der Ordnungen:
a | 1| =1 | £2 | £3 | +4 | +5 | +6 | £7 | £8 |
ordiz@) | 1| 2 | 8 [ 16] 4 | 16 ] 16| 16| 8 |

Davon sind Primitivwurzeln mod 17: £3, £5, +6, +7.

Aufgabe 6.3: Die b-adische Darstellung natiirlicher Zahlen
Wir verwenden die natiirliche Zahl b > 1 als Basis fiir b-adische Zahldarstellungen.

(a) Man zeige fiir alle n € Ny: Jede ganze Zahl a mit 0 < a < b besitzt genau
eine b-adische Darstellung

a=ab"+a,_ 1" +... +ap

mit den Ziffern ay, . ..,a,—1,a, € {0,1,...,b—1}.
(b) Die natiirliche Zahl a besitze die Dezimaldarstellung

a=ay10"+a,_110" ' +... +q
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mit den Ziffern ag, . ..,a,—1,a, € {0,1,...,9}. Man zeige: Fiir die Quersumme
O(a) := Z a;j bzw. fiir die alternierende Quersumme Q_(a) := Z (—1)/a; ha-
j=0 Jj=0

ben wir Q(a) =a (9) bzw. Q_(a) =a (11). Durch iterierte Bildung von Quer-
summen bzw. von alternierenden Quersummen erhilt man so einfache Rechen-
proben modulo 9 bzw. modulo 11.

Losung:

(a) folgt durch Induktion bzgl. n € Ny. Der Induktionsanfang fiir n = 0 ist mit der
eindeutigen Darstellung a = ag € {0,1,...,b— 1} fiir jedes ganze a mit 0 < a < b
erfiillt. Wir nehmen an, die Behauptung sei fiir ein n € Ny richtig, und betrachten
eine beliebige ganze Zahl a mit 0 < a < b"*2. Nun dividieren wir a durch »"*! mit
Rest, und erhalten nach Satz 2.4 eindeutig bestimmte ganze Zahlen g > 0 und r mit
0 <r< b, sodass a=gh""" 4 r gilt. Es ist aber

o a < a
9= \;bn-&-lJ = pn+l <b,

und somit g € {0, 1,...,b— 1} eindeutig bestimmt. Auf den Divisionsrest » wenden
wir die Induktionsannahme an, und erhalten eindeutig bestimmte Ziffern
ag, ... Aan—1,a, € {0,1,...,b— 1} mit

r=a,b" +an,1bn_1 +...4+ap.
Hieraus folgt mit a, | = ¢ fiir a die eindeutige Darstellung
a=dap V" +ab" +ay 10" 4. +ag,

was zu zeigen war.

(b) ist ein Anwendung der Kongruenzrechnung und des vorigen Resultates: Aus
10=1 (9) bzw. 10 = —1 (11) folgen 10/ =1 (9) bzw. 10/ = (—1)/ (11) fiir alle
J € Np, und somit nach der Teilaufgabe (a) auch Q(a) =a (9) bzw. 0_(a) =a (11),
da unabhiéngig von der Wahl der Repriésentanten modulo 9 bzw. 11 addiert und mul-
tipliziert werden darf, siehe Definition und Satz 6.3.

Aufgabe 6.4: Kongruenzen mit den Fibonacci-Zahlen

Wir betrachten fiir k € Ny die Fibonacci-Zahlen fj aus Aufgabe 1.4. Man zeige:
(a) Es gilt f12, =0 (144) bzw. fi2, =0 (9) fiir allen € Ny.

(b) Fiir alle n, j € Ny gilt f12n+j = (—l)nfj (9) .

Losung:
28T (fi2n, f12) = JegT(12n,12) = f12 = 144 liefert fi2, =0 (144) bzw. fi12, =0 (9)
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fiir alle n € Ny, siehe Aufgabe 2.3(c). Aus Aufgabe 2.3(b) erhalten wir weiter unter
Beachtung von f13 =233 =—1 (9):

fiovj=fisfi+fufii=—fi+0=—f (9),

und somit gilt fio,4; = (—1)" f; (9) fiir alle n € Ny .

Aufgabe 6.5: Eine vollstindig multiplikative, periodische Funktion

Betrachte die 3-periodische Zahlenfolge x : N — Z mit y = (1,—1,0), (1) =1,
x(2) = —1, x(3) = 0 usw. Man zeige, dass x vollstindig multiplikativ ist, und
berechne die Dirichlet-Inverse y, ! zu y. Fiir die Werte x; '(n) mit 1 <n <20
fertige man zudem eine Tabelle an.

Losung:
Die beiden Zahlen 41 bilden ein reduziertes Restsystem modulo 3, und fiir die
Funktion f : Z§ — {+1,—1} mit f([1]3) = 1 und f([—1]3) = —1 gilt offenbar

f(n-ml3) = f([n]3) - f(Im]3)

fiir alle ganzen Zahlen n, m, die nicht durch 3 teilbar sind. Speziell fiir nicht durch 3
teilbare natiirliche Zahlen n,m erhalten wir aufgrund der 3-Periodizitét von y:

x(n-m) = f(fn-ml3) = f([nls) - f([ml3) = 2 (n) - 2 (m).

Ist dagegen zumindest eine der beiden natiirlichen Zahlen n,m durch 3 teilbar, so
gilt x(n-m) = x(n)- x(m) =0. Damit ist ¥ vollstindig multiplikativ, und Satz 5.10
liefert ¥ ! = x - u fiir die Dirichlet-Inverse von x. Wir erhalten fiir die ersten 20
Funktionswerte von x, ! die folgende Tabelle:

nl|112(3(4(5(6|7[8|9]|10|11|12|13|14|15(16(17{18|19{20
x| 1]tlojolt]of|-t|{o]o|1][1]o]-1]-1][0o]O[1][O]-1]0O




Lektion 7
Quadratische Reste

Quadratische Reste bzgl. eines Moduls, auch kurz Reste genannt, sind die einfach-
sten Potenzreste, die auf mathematisch anspruchsvolle Fragestellungen fiihren. De-
ren Untersuchung geht schon auf Euler, Fermat und Lagrange zuriick, doch erst
Gaulf} gab in seinem Buch “Disquisitiones Arithmeticae™ eine systematische Theo-
rie an. Er war der erste, der das sogenannte quadratische Reziprozititsgesetz nicht
nur bewiesen hat, sieche Satz 7.9, sondern gleich mehrere unterschiedliche Beweis-
zuginge geliefert hat. Heute kennt man etwa 200 Beweise dieses grundlegenden
Satzes, allerdings sind die meisten davon nur leichte Varianten von vorausgegange-
nen Beweisen. Wir zitieren GauB aus der deutschen Ubersetzung [2, Art. 131] seines
lateinischen Originalwerkes:

,»Ist p eine Primzahl von der Form 4n + 1, so wird +p, ist dagegen p eine solche
von der Form 4n + 3, so wird —p Rest oder Nichtrest jeder Primzahl sein, welche,
positiv genommen, Rest oder Nichtrest von p ist.

Da fast alles, was sich iiber die quadratischen Reste sagen lésst, auf diesem Satze
beruht, so wird die Bezeichnung , Fundamentalsatz®, die wir im Folgenden gebrau-
chen werden, fiir denselben nicht unpassend sein."

7.1 Quadratische Reste

Hier untersuchen wir fiir einen Modul m = p‘f‘1 . pg!z Ca p,‘:" > 2 mit paarweise
verschiedenen Primzahlen py, ps, ..., pr und Exponenten oy, 0p, ..., 04 € N fiir
gegebenes a € Z die Losungen der quadratischen Kongruenz

P =a (m). (1.1)

Aus (7.1) folgt x> = a (pj‘f) fiir alle j = 1,...,k. Sind umgekehrt die x; € Z fiir
j=1,...,k Losungen der Kongruenzen

95
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so liefert der chinesische Restsatz eine modulo m eindeutige Losung x € Z des Kon-

o . .. . .
gruenzsystems x = x; (pj’ ), j=1,...,k, so dass x auch Lésung von (7.1) ist. Somit
geniigt es, anstelle von (7.1) die Kongruenz

¥ =a (p% (7.2)

nur fiir Primzahlpotenz-Moduln p® zu 16sen, also mit Primzahlen p und Exponen-
ten @ € N.

Fiira=0 (p%) erhilt man nur triviale Losungen, ndmlich genau die ganzen Zahlen
xmitx=0 (p/Z]), wobei [y] = — |—y] =min{k € Z : k > y} fiiry € Rist.

Fiir a # 0 (p%) ist dagegen (7.2) hochstens dann 16sbar, wenn a = p?# - G und
x=0 (pP) fiir ganzzahlige &, B istmit0 < B < $und a0 (p).

Mit ¥ := pi muss dann nur noch &2 = a (p® 2P) gelsst werden. Im Folgenden sei

B
dahera #0 (p).

Wir betrachten zunichst p = 2. Dann muss a ungerade sein, so dass nur ungerade
Losungen x = 2k + 1 in Frage kommen mit

k(k+1)

= (2k+1)2=1+8- 5

=1 (8). (7.3)

Fiir o = 1 muss a nur ungerade sein und fiir o« = 2 iiberdies a = 1 (4) erfiillen, und
jedes ungerade x ist Losung von (7.2).

Wir zeigen, dass (7.2) mit p = 2, o0 > 3 genau fiira = 1 (8) losbar ist: Nach (7.3)

ista=1 (8) fiir @ > 3 notwendig. Die Umkehrung zeigen wir induktiv: Nach (7.3)

gilt der Induktionsanfang fiir @ = 3. Wir nehmen x3 = a (2%) fiir ein & > 3 an.

Hiermit wéhlen wir ein A € Z so, dass gilt:
(xo+A2% 12 = x§ +x0A2% + 122222 =g (2%1).

2
X0

U +x0-A =0 (2) 1osbar

Das ist moglich, da 20 —2 > o + 1 fiir o0 > 3 gilt und
ist. Die Behauptung ist bewiesen.

Von nun ab betrachten wir nur noch Primzahlen p > 3 in (7.2) und beachten da-
bei a # 0 (p). Damit (7.2) 1osbar ist, muss es ein xo € Z mit x; =a (p) geben.
Diese Bedingung ist auch hinreichend zur Losbarkeit von (7.2). Genauer zeigen wir
induktiv:

Es gibt eine rekursiv konstruierte Folge (x,),en, ganzer Zahlen x,, so dass fiir alle
n € Ny gilt:

n n+1
2 ), 2XpXut1 Exﬁ—i—a (p2 " ). (7.4)

xﬁEa (p
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Fiir n = 0 haben wir xj = a (p) vorausgesetzt, und konnen wegen 2xo 0 (p)
die Kongruenz 2xox; = x(z) +a (p?) nach x; auflosen. Ist (7.4) fiir ein n > 0 bereits
gezeigt, so folgt 2x,%,,1 = 2x2 (pzn), also x,11 = x, (pzn) durch Kiirzen des
Faktors [2x,] 2+ in der Gruppe Z;zn. Hieraus erhalten wir

+1
0= (Xnt1 —Xn)? =2 — 21Xy X2 = X2, —a P* ).

Indem wir noch eine Losung x,.» der Kongruenz 2x,1x,12 = x> L ta (pznﬂ)
ermitteln, was wegen 2x,+1 Z 0 (p) moglich ist, folgt (7.4) fiir alle n € Ny.

Nun definieren wir quadratische Reste:

Definition 7.1:
Es sei m € N mit m > 2. Eine ganze Zahl a mit ggT (a,m) = 1 heiRt quadratischer
Rest mod m, wenn es ein x € Z gibt mit

¥ =a (m)
Damit ist notwendigerweise auch ggT (x,m) = 1. O
Wir erhalten nun den
Satz 7.2:
Bei ggT (a,m) = 1 und m = 2% - m’ > 2 mit ungeradem m’ und o € Ny ist die Kon-
gruenz x*> = a (m) genau dann Iosbar, wenn gilt:

Die Kongruenz x> = a (p) ist fiir jeden Primteiler p von n’ 16sbar, und iiberdies gilt

a=1 (4)fira=2bzw.a=1 (8) fira > 3.
Die Anzahl der Losungen x modm von x> = a (m) ist in diesem Falle gegeben
durch

min (4,2‘“3"(“»‘)*1) 2007) — min(4, p(29)) - 290

mit der Anzahl w(m’) der verschiedenen Primfaktoren von m’ (ohne Vielfachhei-
ten).

Beachte: Die Anzahl der Losungen von x*> = a (m) ist insbesondere fiir alle qua-

dratischen Reste a mod m dieselbe. O

Beweis: Wir miissen gemil3 den vorausgegangenen Betrachtungen nur noch die
Formel fiir die Losungsanzahl zeigen: Gilt

B=a (m), ¥*=a (m),
so finden wir ein xj; € Z mit xo-xj =1 (m). Damit gilt

(x-xp)’=a-xi =x3-x5 =1 (m)
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sowie x = xo -y (m) fiir die Losung y := x - x; der Kongruenz y> =1 (m). Umge-

kehrt liefert jede Losung y von y> = 1 (m) bei festem xo ein x = xo-y (m), das

Losung von x> = a (m) ist. Damit geniigt es, die Anzahlformel fiir den einfachsten

quadratischen Rest a = 1 zu zeigen:

Wir beginnen mit dem Spezialfall m = 2%:

Fiir o = 0 bzw. o = 1 erhalten wir jeweils nur eine Losung von x> = 1 (2%) modulo
2% Fiir ¢ =2 haben wir die beiden Losungen x = 41 (4), und schlieflich fiir o > 3
genau vier Losungen von x> = 1 (2%) modulo 2%, namlich

x1=—1, =1, x3=2%"1-1, xy=2%"141 (2%).
Dies sind die einzigen, denn fiir sie gilt
P—l=(x-Dx+1)=0 (2%
mit den beiden geraden Faktoren x & 1, von denen jeweils genau einer nicht durch

4 teilbar ist. Somit erhilt man fiir m = 2% in jedem Fall genau min (4, 2“"“"(“’1)_1>

Losungen.

Nun betrachten wir den Spezialfall m = p® mit einer Primzahl p > 3. Dann hat die
Kongruenz x> = 1 (p*) modulo p* die beiden Losungen

xip=+1 (p%),

und wegen x> — 1= (x—1)-(x+1) =0 (p*) sind dies modulo p* die einzigen,
da in jedem Produkt (x — 1)(x+ 1) nur jeweils ein Faktor durch p und damit schon
durch p® teilbar ist.

Da gemifl dem chinesischen Restsatz die Losungen von (7.1) fiir einen aus paar-
. . . oj
weise teilerfremden Primzahlpotenzen p 5 ! zusammengesetzten Modul m aus den

Losungen der Kongruenzen x; = a ( p?‘j) hervorgehen, hier mit a = 1, folgt die An-
zahlformel durch Produktbildung. |

Beispiel 7.3:

=13 (324).

Hierist m =324 =4-81=22-3*, 0 =2, m' =8l,a=13.Dax*=13=1 (3)
modulo 3 die Losungen x = 41 hat und x> = 13 =1 (4) modulo 4 die Losungen
x = +1, besitzt die Ausgangskongruenz genau vier Losungen:

min (4,2“1“(%1)—1) 00 _9.0 g,
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Mit (7.4) bestimmen wir die Losungen von z2 = 13 (81), beginnend mit zg = 1:
22021 =z + 13 (9) liefert z; =7 (9).

27120 =21+ 13 (81) fiihrt auf 14z, =62 (81) bzw. 7z =31 (81).

Wir bestimmen das multiplikative Inverse zu 7 mod 81:

J g | | si |t

0 0 81 1 0 Wir erhalten

1 11 7 0 1 2-81-23.-7=1,

2 1 a1 [0 _23.7=1 (81),

sl 1 31 |12 =-23-31= 65 (81).

4|l 3 1 2 |23 Nun ist sogar (£65)> = 13 (324).
510 — 0 7 81

Wir 16sen jeweils vier simultane Kongruenzsysteme:

1) x=1 (4), x=-—65 (81) liefert x=97 (324),
2) x=-1(4), x=-65 (81) liefert x=—65 (324),
3) x=1 (4), x=65 (81) liefert x=65 (324),
4) x=-1(4), x=65 (81) liefert x=-97 (324).

Wir erhalten die Losungen x = £65 bzw. x = 97 mod 324 von x> = 13 (324). O

Nun charakterisieren wir quadratische Reste (Q-Reste) bzw. quadratische Nichtreste
(Q-Nichtreste) bzgl. eines Primzahlmoduls p > 3:

Satz 7.4: Eulersches Kriterium
Fiir Primzahlen p > 3 und a € Z definieren wir das Legendre-Symbol

p) mitx Z 0 (p) losbar ist,
p) nicht 16sbar ist,

+1, wemnx’*=a (
(
0, wenna=0 (p) gilt.

(alp) =< —1, wemnx*=a

Dann ist
p—1

(alp)=az (p).
0

Beweis: Da fiira =0 (p) die Behauptung stimmt, diirfen wir a 20 (p) voraus-
setzen. Ist x> =a (p) mitx #0 (p) 16sbar, so ist x» ' =1 (p) nach Satz 6.5. In

diesem Falle folgt
p—1 p—1

(@p)=1=(*)7 =a'2 (p).
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Nun sei x> = a (p) nicht 16sbar, d.h. (a|p) = —1. Wegen

@t —1= (a7 =1) (a7 +1) =0 (p)

p—1

kommt nur ¢’ = +1 (p) in Frage, so dass wirnura 2 =1 (p) ausschliessen

miissen: Die Quadrate
—1\?2
12,22, (’72) (1.5)

sind Losungen der Kongruenz u'z =0 (p), und modulo p voneinander ver-

—1
schieden, da j> — k> = (j+k)(j—k) Z0 (p) gilt wegen 0 < j+k < p,0< j—k<p
fir j > kund j ke {1,2,..., qu} Nach Satz 6.12 sind dies modulo p alle Lésungen

vonu'r —1=0 (p).

Da a als Q-Nichtrest vorausgesetzt wurde, ist er modulo p keiner der Zahlen aus
(7.5) kongruent, und es folgt a’r =1 (p). |

Folgerung 7.5:
Modulo einer Primzahl p > 3 gibt es genau pT_l Q-Reste, die einer der Zahlen

2
1292 p—1
) PR} 2

kongruent sind, und damit auch ebensoviele Q-Nichtreste. Dabei gilt

(alp)-(d'|p) = (ad'|p) Va,d €Z.

Merke: Fiir Primzahl p > 3 gilt
Q-Rest - Q-Rest = Q-Rest,
Q-Rest - Q-Nichtrest = Q-Nichtrest, » mod p.
Q-Nichtrest - Q-Nichtrest = Q-Rest.

Beweis: Dies folgt sofort aus dem Eulerschen Kriterium und seinem Beweis. W

Setzen wir a := —1 in Satz 7.4, so erhalten wir die

Folgerung 7.6:
Fiir jede Primzahl p > 3 gilt

—1

‘t
[

(=1lp) = (=1)
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Somit ist —1 genau fiir p =1 (4) ein Q-Rest mod p. d

Neben Satz 7.4 dient auch das folgende Kriterium der Bestimmung des Restsymbo-
les (al|p):

Satz 7.7: GauBlsches Lemma, erweiterte Version
Fiir jede Primzahl p > 3 und ggT (a,p) = 1 gilt:

Wenn ¢ die Anzahl derjenigen kleinsten positiven Reste der Zahlen a,2a, 3a, ..., 2 ;1 a
modulo p ist, die groBer als £ sind, dann gilt (a|p) = (—1)". Hierbei ist
p—1
2 : 2 1
t= VaJ—f—(a—l)p mod 2.
=1LP 8
O

. . . . . o « . —1
Beweis: Wir konnen die kleinsten positiven Divisionsreste von a,2a,3a, ..., pTa
bei Division durch p in der Form

. / / /
F1, 82,5y P—T1,P— T3, D—1; (7.6)

darstellen mit s +¢ = P%l und

—1
ST L TN O r’l,r/27...7rf S {1,2,...,1)2}. 7.7)

Dabei sind die Reste in (7.6) mod p paarweise verschieden, denn a # 0 (p). Auch
gibt es keine zwei Zahlen j k € {1,2, ey p—;l} mit j £Zkund j-a=—k-a (p),da
fiir diese j+k=0 (p) mit 1 < j+k < p gelten miisste, ein Widerspruch. Somit
sind auch alle Reste in (7.7) paarweise verschieden und miissen wegen s +¢ = ’%1

genau die Zahlen 1,2,3, ..., prl liefern.
Es folgt fiir das Produkt aller Zahlen in (7.6) modulo p:

n—1 —1 )
a12~<pz>!:(—1)’~ ra:

und da wir mod p den Faktor (’%1) ! kiirzen diirfen:

—_ -
Il
—
|
—

7N

B

N

~_
8
]

o
=

—1

a? =(-1) modp. (7.8)

<

Aus dem Eulerschen Kriterium und (7.8) folgt der erste Teil der Behauptung.

Wir zeigen die Kongruenzformel fiir # mod 2:
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S

p—1 p—1
=z 2 | t

.1 ja
Yaij=a g ZPZ{J—F ra+2(p—r’ﬁ) (7.9)
=1 =1LP 1 a=i B=1
folgt mit der Bildung der Divisionsreste rq, p — rk.

Unter Beachtung von p — rig =1+ rk (2),p=1 (2), sowie mit

folgt aus (7.9):

2 s 2
1 1
L= V“J P mod2. (7.10)
=

p—1

=
Addieren wir in (7.10) modulo 2 auf beiden Seiten die Summe Y, {%J und subtra-
j=1

p2-1

hieren =5, so folgt die Behauptung. |

Folgerung 7.8:
Es sei p > 3 eine Primzahl.

P21

(@ (2|p) =1 p=+1 (8). Aligemein gilt (2|p) = (—1)5 .
) (=2|p) =1 p=1,3 (8). Allgemein gilt (—2|p) = (—1)8(P~D(=3),

Beweis:

(a) Wir setzen a =2 in Satz 7.7 und beachten V’%J =0firj=1,..., ,%1 Damit ist

2lp) = (—1)# — (—1)§P-Dp+D
und
(Z\p) =1 genau fiirp =41 (8)

(b) folgt aus (a) und Folgerung 7.6: Fiir (—2|p) = 1 ist entweder (2|p) = 1 und
(—1|p)=1mitp=1 (8),oder (2|p) =—1und (—1|p) =—1mitp=3 (8).
Insgesamt ist

p—1 [)271

(<20p) = (~1lp)- (2lp) = (~1)~ "7 - (=1)"F" = (~)}-D-),
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Satz 7.9: Das Reziprozititsgesetz von Gaul}

p-l g1

7. U
Satz 7.7 liefert

Sind p,q > 3 zwei verschiedene Primzahlen, so gilt (p|q) - (¢|p) = (—1)
Beweis: Wegen p,q > 3 sind p, g ungerade, und wegen p # q gilt (p|q) - (¢|p) = £1.

r
(plq) - (glp) = (=1)/~!

7.11)
Fiir die Menge G := {(j,k) s {1,...,”7
alle (j,k) € G mit

1},ke {1%}} gilt ¢j # pk fiir
p—1 g—1
|G| =

7.12
5 > (7.12)
Somit ist G = G, UG, die Vereinigung der beiden disjunkten Mengen

G, :={(j,k)eG:pk<qj}, Gy:={(j,k)€G:qj<pk}.
Es besteht G, aus allen (j,k) € NxNmit j € {1,..., pT_l} und k < q?j, wobei k = %j
nicht auftritt, und entsprechend G, aus allen (j,k) € Nx N mitk € {1, ,%‘} und

Jj< %k, wobei j = %k nicht auftritt. Wir erhalten

p—1

gq—1

2 : 2
qj pk

Gol= Y H Gq|=zH, 1G] = |Gyl + (G-
j=1LP k=1L4

(7.13)
Aus (7.11)-(7.13) folgt nun die Behauptung des Satzes.

|
Zusammenfassung 7.10:

1) Der Wert des Legendre-Symbols (a,p) = ar (p) entscheidet fiir Primzahl-
Moduln p > 3 iiber die Losbarkeit von

¥=a (p): (7.14)

Bei (a,p) = 1 ist (7.14) mit x 20 (p) 16sbar, bei (a,p) =0 mitx =0 (p) und

bei (a,p) = —1 ist (7.14) unldsbar. Es ist (a|p) = (d|p) fira=d (p)
n

2) Es gilt <H ajlp | =

=1

=

I1 (a;|p) fir alle ay, ...,a, € Z.

Jj=1
p-1L . =1 Liop—1)(p—3

3) (—1|p) =(—1)7 sowie 2|p)=(—1)"3 ’(_2|p):(_1)3(1’ )(p—3)

4) Fiir jede zwei Primzahlen p,q > 3 gilt das quadratische Reziprozititsgesetz:

ap)= (1)

“(plq)
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O

Beispiel 7.11:
(a) Fiir welche Primzahlen p > 3 ist 3 ein Q-Rest, fiir welche ein Q-Nichtrest?
Losung: Aus Zusammenfassung 7.10 4) folgt mit g := 3:

Blp) = (=1)" - (p[3).
Dabei gilt

@m:{L falls p=1 (3),

-1, fallsp=-1 (3).

Hieraus folgt (3|p) =1firp=1 (4),p=1 (3), dh. fir p=1 (12), oder
aber fir p=—1 (4), p=—1 (3),d.h. fir p=—1 (12). Fir p=45 (12) ist
dagegen (3|p) = —1,und x> =3 (p) besitzt keine Losung.

(b) Fiir welche Primzahlen p > 3 ist —3 ein Q-Rest, fiir welche ein Q-Nichtrest?
Losung: Aus Zusammenfassung 7.10 2) und 3) folgt

p=1
(=3[p) = (=1lp)-Blp) = (=1) = - (3|p),
und weiter nach (a):
(=3lp) = (p[3).

Somit ist x> = —3 (p) fiir p=1 (3) losbar (p > 3 vorausgesetzt). Fiir diese p

ist —3 ein Q-Rest, dagegen ist —3 ein Q-Nichtrest fiir p=—1 (3).
(c) Tabellen: Im Folgenden ist p > 3 eine Primzahl

1.1) a=1ist Q-Rest fiir p, und x =41 (p) die Losungen von x> =1 (p).

1.2) a=—1listQ-Restfirps p=1 (4).

p=1 (4) 5 13 17 29 37

Losungenxvon || x=42 | x=45 |x=44 [x=+12 | x=+6

¥=-1 (p) mod5 | mod13 | mod 17| mod29 | mod 37
41 53 61 73 89

x=19 [x=£23 |[x=£11 | x=127 [x =134
mod41 | mod53| mod61| mod73| mod 89

2.1) a=2istQ-Restfiir p < p=+1 (8).
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p==+1 (3) 7 17 23 31 41

Losungenxvon || x=43 | x=46 | x=45 | x=48 [x==+17

=2 (p) mod7 | mod17 | mod23| mod31 | mod4l
47 71 73 79 89

x=47 [x=£12 (x=432| x=149 |x=£25
mod47 | mod71| mod73| mod79 | mod 89

2.2) a= —2istQ-Restfir p< p=1,3 (8).

p=1,3 (8 3 11 17 19 41

Losungenxvon || x==%1 | x=43 [ x=17 | x=16 |[x==x11

¥=-2 (p) mod3 | mod 11 | mod 17| mod 19 | mod 41
43 59 67 73 83

x=%16 | x=£23 |[x=+20{x=£12 | x= 49
mod43 | mod59 | mod 67| mod73 | mod 83

3.1) a=3ist Q-Rest fiir p & p=+1 (12).

p==+1 (12) 11 13 23 37 47

Losungenxvon || x=45 | x=44 |x=47 |[x =115 |x =412

¥ =3 (p) mod 11 | mod 13 | mod 23| mod 37 | mod 47
59 61 71 73 83

x==x11| x=£8 |x=£28| x=+21 |x==+13
mod 59 | mod61 | mod71| mod 73| mod 83

3.2) a=-3istQ-Restfirp < p=1 (3).

p=1 (3) 7 13 19 31 37

Losungenxvon || x=42 | x=46 | x=44 |x==+11 [x=1+16

»=-3 (p) mod7 | mod13 | mod 19| mod31 | mod 37
43 61 67 73 79

x=4+13|x=£27 | x=4+8 | x=+17 |x =432
mod 43 | mod 61 | mod 67| mod 73| mod79

O

Die Verwendung des Legendre-Symbols und des quadratischen Reziprozititsgeset-
zes hat in der vorliegenden Form den Nachteil, dass auf die Primfaktorzerlegung
zuriickgegriffen werden muss. Dies ldsst sich durch Verwendung des sogenann-
ten Jacobi-Symbols (P|Q) vermeiden, einer sinnvollen Erweiterung des Legendre-
Symbols. Wir orientieren uns an [6, Band 46,§3.3]:

Es seien P, Q teilerfremd, Q = q14»...q5s > 0 sei ungerade und das Produkt nicht

notwendig voneinander verschiedener Primzahlen g;. Dann ist durch das Jacobi-
S

Symbol (P|Q) = H(P\q ;) eine Verallgemeinerung des Legendre-Symbols gege-
j=1

ben, dass der Beziehung (P|Q) = (P'|Q) fiir P = P'(Q) geniigt. Nun lassen sich fiir

je zwei teilerfremde und ungerade natiirliche Zahlen P, Q sowohl das quadratische
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Reziprozititsgesetz

(PlQ)-(QIP) = (=1)

als auch die ergiéinzenden Beziehungen

o-1 -1
2

)=, Q2=

ohne groBere Miihe auf das Jacobi-Symbol iibertragen. Damit lésst sich insbesonde-
re das Legendre-Symbol, das Aufschluss iiber das quadratische Restverhalten einer
Zahl bzgl. eines Primzahlmoduls gibt, sehr effizient mit Hilfe eines dem Euklidi-
schen Algorithmus dhnendeln Verfahrens berechnen, siche unsere Aufgabe 7.3 bzw.
[6, Band 46,83.3].

7.2 Aufgaben

Aufgabe 7.1: Losungen quadratischer Kongruenzen
(a) Man bestimme die Anzahl der Losungen zur Kongruenz x> = 1 (360).

(b) Fiir eine Primzahl p = —1 (4) sei a € Z nicht durch p teilbar und quadrati-
scher Rest mod p. Man zeige, dass dann x> = a (p) genau die folgenden beiden

Losungen besitzt:
p+1

Xip=+a® (p).

(c) Es sei p =5 (8) eine Primzahl. Man zeige: Es ist 2 quadratischer Nichtrest

von p, aber —1 Quadratrest, und die Kongruenz x2=— (p) besitzt genau die

beiden Losungen
p-1
xip=£2"7 (p).
2

(d) Man bestimme alle Losungen der Kongruenz x= = —1 (65).

(e) Man bestimme jeweils alle Primzahlen p > 3, fiir die —5, 5, —6 bzw. 6 quadra-
tische Reste sind.

Losung:

(a) x> =1 (360) hat wegen 360 = 2°-32.5 genau
min(4,2m*GD=1y .22 — 4.22 — 16

Losungen, siehe Satz 7.2.
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(b)

©

(d

(e)
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Fiir p=—1 (4) sei (a|p) = 1. Nach dem Eulerschen Kriterium ist a'r =1 (p),

2 2
und somit gilt (j:apéti) =a% (p). Essind xj 5 = 1o (p)
(p), da p > 3 Primzahl ist.

die einzigen Losungen von x> = a

p-1
=a-a? =

Es sei p =5 (8) eine Primzahl. Dann ist (—1)pr1 =1, und somit —1 Q-Rest
fiir p nach dem Eulerschen Kriterium. Nach Folgerung 7.8 (a) ist (2|p) = —1,
also auch 2”7 = —1 (p). Wir erhalten

Z1N2 _
(:I:ZPTI) —2'r = (p),

und da die Kongruenz x> = —1 (p) mod p nicht mehr als zwei Losungen be-
sitzten kann, sind xj » = ot (p) alle Losungen von x*> = —1 (p).

Es ist 65 = 5- 13 mit den beiden Primzahlen 5 und 13 =5 (8). Nach (c) sind
y1 =2, y2 = —2 Losungen von y> = —1 (5) sowie y3 =5= —8 (13) und y; =
—5=28 (13) Losungen von y*> = —1 (13). Nach Satz 7.2 hat die quadratische
Kongruenz 2=-1 (65) genau vier Losungen x, x2, X3, X4, die wir aus den

folgenden vier simultanen Kongruenzen erhalten:

1) x; =2 (5),x1 =5 (13) liefert x; = —8 (65),
2) xp=2 (5),xp = —5 (13) liefert x, = —18 (65),
3) x3=-2 (5),x3 =5 (13) liefert x3 = 18 (65),

4) x4 =—2 (5), x4 = =5 (13) liefert x, = 8 (65).

Nach dem Eulerschen Kriterium und dem quadratischen Reziprozititsgesetz
gilt fiir Primzahl p > 3:

p—1
2

(=5lp) = (=1)

und somit gilt (—5|p) = 1 genau dann, wenn

-(pl5),

p=1(@4)Ap==+1(5) oderaber p=-1 (4)Ap=+2 (5)

gilt, siche Folgerung 7.5. Wir erhalten —5 als Q-Rest fiir

p=14) Ap=1(5), dh. p=1 (20),
oder p=14) Ap=-1(5), dh p=9(20),
oder p=-1 &) Ap=2(5), d.h. p=7 (20),
oder p=-1#4)Ap=-2(5), dh p=3(20).

Zusammengefasst gilt (—5|p) = 1 genau dann, wenn p = 1,3,7,9 (20). Es ist
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Blp)=p3)=1<p=+l 5)Ap=1(2) = p==+1 (10).
Fiir die Q-Reste +6 beachten wir (£6|p) = (2|p) - (£3|p), siehe Folgerung 7.5,
also gilt (+6|p) = 1 genau fiir

1

(2lp) = (=1 DE = 1A (£3]p) = 1
oder 1
(2lp) = (=D — 1A (£3]p) = 1.
Q-Rest —6: Wir verwenden Folgerung 7.8 und Beispiel 7.11 (b).
D p=1@)Ap=1(3)liefert p=1 (24),

2y p=—1 (8)Ap=1 (3) liefert p=7 (24),
3) p=3 8)Ap=—1 (3) liefert p=11 (24),

4y p=-3 8)Ap=—1 (3) liefert p=5 (24).
Q-Rest 6: Wir verwenden Folgerung 7.8 und Beispiel 7.11 (a).
D p=18)Ap=1(12)liefert p=1 (24),

2) p=—1 (8)Ap=—1 (12) liefert p= —1 (24),
3) p=3 8)Ap=-—5 (12) liefert p = —5 (24),

4) p=-3 8)Ap=5 (12) liefert p=5 (24).

Zusammenfassung:
Fiir jede Primzahl p > 3 gilt:

@) (=5lp) =14 p=1,3,7,9 (20).
(i) (5|p)=1<p==+£1 (10).
(i) (—6lp)=1<p=1,57,11 (24).
@iv) (6]p) =1« p==+1,45 (24).
Zu jedem dieser vier Fille prisentieren wir in den folgenden Tabellen jeweils

die ersten zehn Primzahlen mit den entsprechenden Losungen der quadratischen
Kongruenzen:

p=1,3,7,9 (20) 3 7 23 29 41

Losungen x von x==41 | x=43 | x=48 [x=+13 | x=2£6

¥ =-5 (p) mod3 | mod7 | mod23| mod29 | mod41
43 47 61 67 83

x=149 [x=%18 |[x=+19|x=+14 |x =424
mod43 | mod47 | mod 61| mod 67 | mod 83
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p==+l1 (10) 11 19 29 31 41

Losungen x von x=44 | x=49 [x=x11| x=+£6 |x==£13

=5 (p) mod 11 | mod 19 | mod 29| mod 31 | mod 41
59 61 71 79 89

xX=48 [x=£26|x=£17|x=+20 |x= %19
mod 59 | mod61 | mod71| mod79 | mod 89

p=1,57,11 (24) 5 7 11 29 31

Losungen x von x=42 | x=+41 [ x=44 | x=49 | x=45

¥=-6 (p) mod5 | mod7 | mod 11| mod29 | mod 31
53 59 73 79 83

x=£10|x=£17 |x=433 | x=4+28 |[x =134
mod 53 | mod 59| mod 73| mod79 | mod 83

p==+1,£5 (24) 5 19 23 29 43

Losungen x von x==x1 | x=2£5 |x==£11| x=4£8 | x=47

=6 (p) mod5 | mod19 | mod23| mod29 | mod43
47 53 67 71 73

x==x10 |x==£18 |[x=£26| x= %19 |x = £15
mod 47 | mod53 | mod67| mod71 | mod73

Aufgabe 7.2: Quadratische Reste Fermatscher Primzahlen

(a) Fir m € N sei p = 2"+ 1 eine Primzahl. Man zeige, dass dann m eine Potenz
von 2 sein muss, d.h. es muss m = 2" fiir ein n € Ny gelten.

(b) Es sei p eine Primzahl der Gestalt p = 2" + 1 mit m € N und a eine nicht durch
p teilbare ganze Zahl. Man zeige, dass a genau dann quadratischer Rest mod p
ist, wenn a keine Primitivwurzel mod p ist.

Bemerkung: Die Primzahlen der Gestalt p = 22" + 1 mit n € Ny werden auch Fer-
matsche Primzahlen genannt. Nach Gau8 ist fiir diese Primzahlen p das regelmissi-
ge p-Eck allein mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Losung:

(a) Essei p=2"+1 mit m € N Primzahl. Dann wird p auch Fermatsche Primzahl
genannt. Ist A > 1 eine ungerade natiirliche Zahl und k € N beliebig, so ist

A—1
M= +1) Y (-2t
j=0

wegen 1 < 2541 < 2*¥ 4 | eine nichttriviale Zerlegung von 24 + 1, so dass m
fiir die Fermatsche Primzahl p eine Potenz von 2 sein muf, d.h. m = 2" fiir ein
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n € Np.

(b) Es sei p =241 eine Fermatsche Primzahl und a eine Primitivwurzel mod p.
Wir haben ¢(p) = p—1 = 2", und die Kongruenz =1 (p) kann nicht
erfiillt sein. Nach Satz 7.4 ist a Q-Nichtrest mod p. Es gibt genau ’%1 =m-l
Q-Nichtreste mod p, siehe Folgerung 7.5, und genau ¢(¢(p)) = ¢(2") = 2"~
Primitivwurzeln mod p. Damit sind die Q-Nichtreste mod p genau die Primitiv-

wurzeln mod p.

Aufgabe 7.3: Berechnung eines quadratischen Restsymboles nach Jacobi
Man berechne (—13054|9973).

Losung: Das Legendre-Symbols (a|p) entscheidet fiir Primzahlen p > 3 dariiber,
ob ein nicht durch p teilbares a quadratischer Rest modulo p ist oder nicht. Nach
der Primzahltabelle in Anhang 9.3 ist p = 9973 Primzahl, und fiir a = —2-61- 107
miissten wir bei Verwendung des Legendre-Symbols nach der Primfaktorzerlegung
von a immer noch geméal

(—13054/9973) = (—2(9973) - (61|9973) - (107]9973)

die Legendre-Symbole (61]9973), (107]9973) einzeln berechnen.
Stattdessen verwenden wir das Jacobi-Symbol als Verallgemeinerung des Legendre-
Symbols, und erhalten gemif unserer Diskussion am Ende des Abschnitts 7.1 fiir

a = —13054 = —2- 6527 unter Beachtung von (—1|p) = (—1)prl (Folgerung 7.6)

und (2|p) = (—l)é(l’z_1> (Folgerung 7.8), was nach Jacobi nicht nur fiir Primzah-
len p gilt, sowie nach dem verallgemeinerten Reziprozititsgesetz fiir das Jacobi-
Symbol:

(—13054]9973) = (—2|9973) - (6527|9973) = —(6527|9973)

= —(9973]6527) = —(3446|6527) = —(1723|6527)
+(6527]1723) = +(1358/1723) = —(679]1723)
+(1723]679) = +(365(679) = +(679]365)
+(
+(

—51|365) = +(51]365) = +(365|51)
8|51) = +(2|51)* = —1.

Es ist insbesondere —13054 quadratischer Nichtrest mod 9973.



Lektion 8
Quadratische Formen

In diesem Kapitel betrachten wir bindre quadratische Formen, wobei wir uns auf die
indefiniten Formen und deren Zusammenhang mit der Kettenbruchentwicklung re-
ell quadratischer Irrationalzahlen konzentrieren. Dabei legen wir den Schwerpunkt
auf die Entwicklung eines effizienten Reduktionsverfahrens fiir indefinite quadra-
tische Formen, das Hand in Hand mit der Kettenbruchentwicklung quadratischer
Irrationalzahlen geht, die wir diesen Formen zuordnen. Ein wichtiges Nebenpro-
dukt dieser Untersuchungen ist, dass genau die reell quadratischen Irrationalzah-
len eine Kettenbruchentwicklung besitzen, die in eine Periode miindet. Auch gehen
wir mit Hilfe des hier entwickelten Verfahrens erste Schritte zur Beantwortung der
Frage, wie sich die dquivalenten quadratischen Formen ineinander transformieren
lassen. Weiterfiihrende Themen werden aufgrund ihres Umfangs, wenn iiberhaupt,
nur angerissen. Als Begleitlektiire fiir die tiefergehenden Studien zu quadratischen
Zahlkorpern empfehlen wir das Lehrbiicher von Niven und Zuckerman [6, Band 47,
§7.7-7.9] bzw. [7] sowie von Halter-Koch [5] und Steuding [11].

8.1 Quadratische Formen und reell quadratische
Irrationalzahlen

Fiir gegebene Koeffizienten a,b,c € Z nennen wir
D = b?>—4ac (8.1
die Diskriminante einer nicht verschwindenden quadratischen Form
F(x,y) = ax* 4+ bxy + cy*. (8.2)
Es bestehen die Darstellungen

4aF (x,y) = (2ax+ by)2 —Dy?, }

4¢F (x,y) = (2cy + bx)? — Dx>. (8.3)

111
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Die quadratische Form F heif8t definit, wenn D < 0 ist. Ein Blick auf die Diskrimi-
nante in (8.1) lehrt, dass dies nur méglich ist, wenn sowohl a als auch ¢ von Null
verschieden sind und zudem entweder beide positiv oder beide negativ sind.

Istbei D < O noch a > 0, ¢ > 0, so nennen wir F positiv definit, weil dann nach (8.3)
die Form F nur positive Werte annimmt, wenn man in (8.2) fiir x,y € Z, abgese-
hen von x =y = 0, beliebige Werte einsetzt. Entsprechend heifit F fiir D < 0 und
a < 0, ¢ < 0 negativ definit.

Nun betrachten wir den Fall D = f? > 0 mit einem f € Ny. Dann folgt aus der ersten
Gleichung von (8.3):

aF(x,y) = (ax—|— b_2fy> <ax—|— b+2fy> (8.4)

b+
mitb = f (2), so dass die Grofen

Zerlegung F(x,y) = (bx+cy) -y. Nun setzen wir a # 0 voraus. Dann ista = A - 4’
mit den ganzzahligen Gréen

. b—f r_a
A =ggT <a,2 >, A =7

ganzzahlig sind. Fiir a = 0 erhalten wir eine

a

Di Zahlen 5, ~
1€ ganzen Zanlen FRY)
_b—f b+f a |b—f b+f

ac = — cl—= - —,

a
2 27 A |22 2

sind teilerfremd, und es gilt

+f

b
folglich auch A’ —5 neben 1’| a.

Wir erhalten aus (8.4), dass auch im Fall a # 0 die Form

b— b
F(x,y)= (l’x—&— 21fy> . (lx-&- 2—;,fy>

in das Produkt zweier Linearformen mit ganzzahligen Koeffizienten zerfillt.

Nun gelte umgekehrt F(x,y) = (A’x+p'y) (Ax+ py) mit irgendwelchen Zahlen
A, A" u,u’ € Z. Dann errechnet man fiir diese Form die Diskriminante D = 2 mit
f:=|A'u—Au’'| € Ny. Diesen Fall schlieBen wir im Folgenden aus.

Jetzt muB3 noch fiir die allgemeine Form F in (8.2) der verbleibende Fall
D = b? — 4ac > 0 betrachtet werden, wobei D keine Quadratzahl ist. In diesem
Falle nennen wir F eine indefinite Form . Dann ist a # 0 und ¢ # 0. Bei indefiniten
Formen werden wir im Folgenden stets stillschweigend voraussetzen, dass D keine
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Quadratzahl ist.

Wir schicken eine Definition voraus, die fiir Formen mit beliebiger Diskriminante
gilt:

Definition 8.1:
Die quadratische Form F in (8.2) heif3t primitiv, wenn a, b, ¢ teilerfremd sind, d.h.
der groBte gemeinsame Teiler von a, b, c hat den Wert 1. O

Bemerkung: Die weiterreichende paarweise Teilerfremdheit von a, b, c wird in De-
finition 8.1 nicht verlangt.

Definition und Satz 8.2:
Der indefiniten quadratischen Form F (x,y) = ax?> + bxy + cy* mit Diskriminante
VD—b

z

2a
Ist dann F primitiv, so ist F durch X (F) eindeutig bestimmt. O

D = b? — 4ac ordnen wir ihre reell quadratische Irrationalzahl X (F) := u.

Beweis: Da D > 0 keine Quadratzahl ist, wird X (F') eine reell quadratische Irratio-
nalzahl. Wir setzen nun F als primitiv voraus, und betrachten eine weitere primitive
und indefinite Form

F'(x,y) =dx® +b'xy+c'y?

mit Diskriminante D’ > 0, D’ ebenfalls keine Quadratzahl, so dass X (F) = X (F')
gilt. Wir erhalten
VD' —b  /D—b
2/ 2a
bzw. a'b —ab’' = a’/D — av/D', und hieraus durch Quadrieren:

(8.5)

(d'b—ab')* = a”D+a*D' —2ad' VDD

sowie

1
VDD = — [d?’D+a’D' — (d'b—ab)?].
2 !
aa

Somit gibt es ein rationales ¢ > 0 mit v/D’ = g+/D, und es folgt aus (8.5):

a a a a
Aus
2 VD+b  2d  D+V
b—vD 2  p—D = 2
folgt aber auch
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und da /D irrational ist:

v b
- ==, (8.6)
a a
v b
===, (8.7)
c
ad ¢ d a
q=—=—, —=- (8.3)
a ¢ ¢ ¢

(04
Wir erinnern an ¢ > 0 und schreiben ¢ = — mit teilerfremden Zahlen o, &’ € N.
Wir erhalten aus (8.6), (8.7), (8.8):

d=gqa, b =gb, =gqc
und schlieBlich o = & - ggT (a,b,c) = o’ - ggT (d',b',¢') = &', da F und F’ primitiv

sind. Somitist t =o' =g=1und F = F'. [ |

Definition und Satz 8.3: Transformation der Formen

?g) € GL(2,Z), also «,B,y,6 € Z und

o6 — By = %1, sowie fiir a,b, ¢ € Z eine quadratische Form

Gegeben sind eine Matrix A =

F(x,y) = ax* + bxy+cy*

mit nichtquadratischer Diskriminante. Hiermit definieren wir die transformierte
Form FA gemiB
FA(x,y) = F(ox+ By, yx+ 8y),

also FA = F' mit F'(x,y) = a'x> +b'xy +¢'y? und

d =ao® +bay+cy =F(a,y),
b =2a0f +b(ad+By)+2cyd,
¢ = aB® +bBS +c82 = F(B, ).

Dann haben F und F# dieselbe Diskriminante, und es gilt

8T (a,b,c) = ggT (d',b', ).

Beweis: Es gilt die Darstellung

o= () (72) 6)

wobei die der Form F zugeordnete Matrix (Zba 2bc) symmetrisch ist, und
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o 2Clb 2 .
D = —Det <b 20) =b“—4ac

die Diskriminante von F ist. Nun gilt entsprechend
T
A _ X 2a b X
wen=(a()) (52)4()
T

_(x T (2a b X
() GaC)
2a b

b 2c
Wir bezeichnen die Diskriminante von F’ mit D', und erhalten

I T Zab
D’ = —Det (A <b 2 A
_ 2 2a b
=—(%1) Det(b 2c>

=b*—4ac =D.

d. h. der Form F# ist die symmetrische Matrix A” ) A zugeordnet.

2a b

Die Berechnung der Matrix-Eintriige von AT ( b 2

(8.9
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)

A liefert ferner die angege-

benen Formeln fiir a’, ', ¢/, aus denen sofort ggT (a,b,c)|ggT (a',b,c") folgt. Aus
F=F"" mitA~! € GL(2,Z) folgt umgekehrt ggT (d’,b',c') |ggT (a,b,c) , und wir

erhalten ggT (a,b,c) = ggT (d', b, ).

Ist F(x,y) = ax® + bxy + cy” mit a,b, ¢ € Z eine quadratische Form, dann gilt

(FY? = FA8 VA,B € GL(2,7Z,),

denn gemaB (8.9) ist den beiden Formen (F A)B, FAB die Matrix

M= (AB)T (217“ 2bc> AB

264 =2 ;) ()

y y

zugeordnet. Wir erinnern an

SL(2,Z) = {(3 g) ca,B,7,8 €7, ad—Py= 1}.

(8.10)

Man schreibt F' ~ G fiir zwei quadratische Formen F' und G, wenn es sogar ein
A € SL(2,7) gibt mit G = FA. Fiir eine sogenannte uneigentliche Transformation
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T € GL(2,Z) mit Det T = —1 ist die Bedingung F ~ FT i.A. verletzt.

Aus (8.10) folgt nun, dass durch ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
nicht verschwindenden quadratischen Formen mit ganzzahligen Koeffizienten defi-
niert ist. Bezeichnen wir die Aquivalenzklasse, der F angehért, mit [F], dann haben
nach Satz 8.3 alle Formen G(x,y) = a/x* +b'xy+c'y? aus [F] dieselbe Diskriminan-
te D = b? —4ac, und es gilt ggT (d',b', ') = ggT (a,b,c).

Ist insbesondere F primitiv, so auch jede weitere Form aus [F], so dass wir auch die
Formenklasse [F] primitiv nennen diirfen.

Definition und Satz 8.4: Automorphe Transformationen, Pellsche Gleichung

Gegeben sind eine Matrix A = <(;c/ g) € SL(2,7Z), also a,3,7,6 € Z und

ad — By =1, sowie fiir a,b,c € Z eine quadratische Form
F(x,y) = ax* + bxy +cy*

mit nichtquadratischer Diskriminante D = b*> — 4ac. Wir nennen A eine automorphe
Transformation von F, wenn F4 = F gilt. Die Hauptform Hp zur Diskriminante D
definieren wir folgendermassen: Fiir D = 4m = 0(4) setzen wir Hp(x,y) = x> —my?,
bzw. fiir D = 4m+ 1 = 1(4) sei Hp(x,y) = x> +xy —my*. Ist dann F primitiv, so
gelten fiir jede Matrix A € Z>*? die folgenden Aussagen:

(2)Im Falle D = 4m = 0(4) ist A genau dann automorphe Transformation fiir F,
wenn sich A mit einer ganzzahligen Lésung xo, yo € Z der Gleichung Hp(xo,y0) =
1 auf folgende Weise darstellen lasst:

A= (xolzjyo —C€)o )
ayo  xo-+ %m

(b)Im Falle D = 4m+ 1 = 1(4) ist A genau dann automorphe Transformation
fir F, wenn sich A mit einer ganzzahligen Losung xp,yo € Z der Gleichung
Hp(x0,y0) = 1 auf folgende Weise darstellen lésst:

A= (xo - *bEIYO —CYo >
- a b+1 :
Yo X0+ 5-Yo

(c)Sowohl fiir D = 4m = 0(4) als auch fir D =4m+ 1 = 1(4) ist A genau dann
automorphe Transformation fiir F, wenn sich A mit einer ganzzahligen Lésung
t,u € Z der Pellschen Gleichung t*> — Du*> = 4 auf folgende Weise darstellen

lasst:
Ao Le—bu) —cu
N au  (t+bu))”
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Beweis: Fiir eine automorphe Transformation A von F' gilt nach Definition und Satz

(55 (32:) (55) - ()

Hieraus folgt durch Multiplikation mit der inversen Matrix auf der linken Seite

2a b\ (faB\ (6 — 2a b
b2c)\yé6) \-B « b2}’
und hieraus durch Vergleich der Koeffizienten der letzten beiden Produktmatrizen:
a(6—a)=by, af+cy=0, c¢(0—oa)=-bpB. (8.11)

Diese drei Gleichungen sind also notwendig und hinreichend dafiir, dass A auto-
morphe Transformation von F ist, allerdings unter der Annahme A € SL(2,7Z). Aus
den ersten beiden Gleichungen folgt a|by und a|cy. Da F primitiv ist, sind a und
ggT(b,c) teilerfremd, und a muss bereits ein Teiler von Y sein. Wir erhalten daher
mit (8.11) eine ganze Zahl yy mit

Y=ay), B=-cyo, &—o=by. (8.12)

Wir unterscheiden nun zwei Fille.

A) Es sei D = 4m = 0(4). Dann ist b gerade. Zunichst nehmen wir an, dass A
automorphe Transformation ist. Da F primitiv ist, konnen nicht auch noch a und ¢
gerade sein, und aus (8.11) folgt § = ¢(2). Wir definieren damit die ganze Zahl xo =
% (a+90), und erhalten aus (8.12) die gewiinschte Darstellung von A der Teilaussage
(a) des Satzes. Die Darstellung von A in (c) folgt dann fiir t = 2xp und u = yy,
wobei ad — By = 1 garantiert, dass jeweils die Gleichungen Hp(xp,yo) = | bzw.
1> — Du? = 4 erfiillt sind.

Nun gelte umgekehrt Hp (xo,yo) = 1 mit ganzen Zahlen xg, yo. Fiir t = 2x0 und u = yy
gilt dann auch die Pellsche Gleichung, und wir erhalten aus (8.11), dass

A= X0 — %yo —Cyo N %(t —bu) —cu
o ayy  xo+ %yo o au %(t + bu)
automorphe Transformation von F ist.
B) Nun sei D =4m+ 1 = 1(4) . Dann ist b ungerade. Wir nehmen an, dass A auto-
morphe Transformation ist. Dann definieren wir die ganze Zahl

b—1
Xo = 0+ =50,

und erhalten aus (8.12) die gewiinschte Darstellung von A. Da A Determinante 1
besitzt, ist zudem die Gleichung Hp(xo,yo) = 1 erfiillt. Nun setzen wir r = 2xq + Yo,
u = yp, und erhalten aus der ersten Gleichung von (8.3), dort mit Hp anstelle von F,
dass 7,u € Z Losungen der Pellschen Gleichung
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— 42 2 _
4Hp(x0,y0) =1 —Du” =4

sind, welche die Matrixdarstellung fiir A in (c) erfiillen.
Abschliessend nehmen wir Hp(xo,yo) = 1 mit ganzen Zahlen xo,yo an. Fiir r =
2x0 +yo und u = yo gilt dann auch die Pellsche Gleichung, und wir erhalten aus

(8.11), dass
A (¥ %yo —cyp _ $(@t—bu) —cu
ayo  xo+2ty, au  5(t+bu)

automorphe Transformation von F ist. Damit ist der Satz bewiesen. |

Die Gleichung x> — my? = 1 im Teil (a) des vorigen Satzes wird ebenfalls Pellsche
Gleichung genannt. Den Losungen dieser Pellschen Gleichungen entsprechen also
umkehrbar eindeutig die automorphen Transformationen der primitiven Formen mit
nichtquadratischer Determinante. Aus der Teilaussage (c) dieses Satzes ergibt sich
auch, dass es fiir positiv (bzw. negativ) definite Formen nur jeweils endlich viele
automorphe Transformationen gibt, genauer gilt der

Satz 8.5: Automorphismen positiv definiter Formen
Gegeben sei fiir a, b, ¢ € Z eine primitve quadratische Form

F(x,y) = ax* + bxy + ¢y’

mit negativer Diskriminante D = b*> —4ac < 0. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a)Im Falle D = —3 sind die einzigen automorphen Transformationen von F' gege-
ben durch die Matrizen

10 =5 _. b .
01 a 5 —a 5~

(b)Im Falle D = —4 sind die einzigen automorphen Transformationen von F gege-
ben durch die Matrizen

10 S R—
A —+(72
<01)7 A (a é’)

(c)Fiir D < —4 besitzt F nur die beiden trivialen Automorphismen zu

10
a-e(30).
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Beweis: Dies folgt mit den Losungen der Pellschen Gleichung > — Du? = 4 aus
Satz 8.4(c), die fir D = —3 durch |f| =2, u = 0 bzw. |¢t| = |u| = 1 gegeben sind,
fiir D = —4 durch |f| =2, u = 0 sowie t = 0, |u| = 1 und endlich fiir D < —4 durch
[f|=2,u=0. |

Ist F(x,y) = ax® + bxy + cy? eine quadratische Form, so schreiben wir auch kiirzer
F = (a,b,c). Fir den Rest dieses Abschnitts betrachten wir nur noch indefini-
te Formen F = (a,b,c), die nach Satz 8.2 zu den quadratischen Irrationalzahlen

X(F) = \/Iga_b

werden wir u.a. zeigen, dass sie im Gegensatz zu den positiv definiten Formen iiber
unendlich viele Automorphismen verfiigen.

mit D = b —4ac in enger Beziehung stehen. Fiir diese Formen

Fir —F = (—a,—b,—c) erhalten wir die zu X(F) quadratisch konjugierte Zahl
VDb
X(-F) = \gi Wir nennen daher sowohl die Formen F und —F als auch
a
die Formenklassen [F| und [—F] zueinander konjugiert.
—-10

0 1) die zur Form F = (a,b,c)

Wir definieren noch mit der Spiegelung S := <

uneigentlich konjugierte Form
F_:=—F5, dh. F_=(ab,c) = (—a,b,—c), (8.13)
sowie die zur Formenklasse [F] uneigentlich konjugierte Klasse
[F]-:=[F-]. (8.14)

Genau wie die zu F iquivalenten Formen besitzt jede Form G = (d',b,¢’) € [F]-
nach Satz 8.3 dieselbe Diskriminante wie F, und es gilt

geT (d',b',c") = ggT (a,b,c).

Satz 8.6:
Es sei F = (a,b,c) eine indefinite Form.

(a) Genau dann ist G € [F]_, wenn es eine uneigentliche Transformation
T € GL(2,7) gibt, also Det T = —1, mit G = —FT.

(b) (F)- =Fund ([F]_)_ = [F].
(c) Speziell fir G := (—c¢,—b,—a) gilt X(G) =

1 .
X(F) sowie G € [F]_.

Beweis:
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(@) GE[F]- & G~F_=—F5& G=—F fiir ein A € SL(2,Z). Die Transfor-
mation 7" = SA ist uneigentlich, und umgekehrt 146t sich jedes uneigentliche 7
mit A = ST € SL(2,Z) in der Form T = SA schreiben.

vVD—b
2a

(b) ist trivial, und fiir (c) beachten wir X (F) = fir D = b* — 4ac sowie

1 vVD+b D+b
=2a = =X
X(F) D—b2 —2¢

(G) fiir
G = (—c,—b,—a) = —(a,b,c)* = —F€

mit C := <(1) (1)) und Det C = —1. GemiB der Teilaussage (a) folgt G € [F]_.

[ |
Definition 8.7:
Zwei Irrationalzahlen x, x' heiBen strikt #quivalent, wenn es eine Matrix
o /
%BY ¢ sp2,2) mitx = “TP gy O
Yo X'+ 8

Bemerkung: Man bestitigt miihelos, dass hierdurch eine Aquivalenzrelation auf der
Menge aller Irrationalzahlen gegeben ist.

Satz 8.8:
vD—b
Es sei F = (a,b,c) eine indefinite Form und x := X(F) = P Genau dann
a
o /
sind x und x’ strikt dquivalent gemiB x = r+p mit A= (& b € SL(2,Z),
X'+ 8 Y o
wenn X' = X (F4) gilt. O

Bemerkung: Ist zudem F primitiv, dann auch F4 nach Satz 6.3. Dann entsprechen
gemiB Satz 8.2 und Satz 8.8 strikt dquivalenten quadratischen Irrationalzahlen x,x’
genau fquivalente, primitive und indefinite Formen F, F’.

VD—b ax+p

7 o aquivalent zu

Beweis: Esistx =

s ox—f 8D — (8b+2ap)
Ca—vx  —y/D+(yb+2aq)

unter Beachtung von ad — By = 1. Um von dem letzten Bruch den Nenner ganz-
zahlig zu machen, erweitern wir ihn mit y\/f) + (Yb+2aa), wobei noch

[6VD—(8b+2aB)][yVD+ (yb+2aa)] = 2a[v'D— (2aof +b(ad + By) +2cy8)]

sowie
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(yb+2aa)? — P (b* — 4ac) = 4a(ao® + boy+cy?)

zu beachten ist. Aus Satz 8.3 folgt nun mit x = X (F) die behauptete Aquivalenz
wegen

e VD — (2a0f +b(atd + By) +2c¥5)

=X(F'
2(aq® +bay+cy?) (F)

o ﬁ)
fiir die transformierte Form F' = F ( vé), ||

Beispiel 8.9:
Die indefinite Form F = (—17,—29, —7) und ihre Transformierte

1 -

Frorl173) 2 (5,15,-7)

-1
haben die Diskriminante D = 365 mit x' = X (F’) = @ und
Lo ¥=3 V36515430 _ V365 (-29) —X(F)
X 12 V365 — 15420 (—34) '

Satz 8.10:
Istx =X (F) eine quadratische Irrationalzahl mit der indefiniten quadratischen Form
F = (a,b,c)und g € Z, so ist X (F') = x — q fiir
! ( : q) 2
F'=F\01) = (a,b+2aq,aq” +bg+c).

O

Beweis: Wirsetzen « = 6 =1, y=0, B = g in Satz 8.8 und beachten die Trans-
formationsformeln fiir F’ aus Satz 8.3. |
Formen F und F’ wie in Satz 8.10 werden auch parallel genannt, wenn sie sich

durch eine Transformation 7 = <(l) 611) ineinander tiberfiihren lassen.

Im Hinblick auf Satz 8.8 kdnnte man geneigt sein, strikt dquivalente Irrationalzahlen

_axX'+B

x= s und X/ (8.15)

einfach nur als dquivalent zu bezeichnen.
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Doch wiirde dies die in der Theorie der Kettenbriiche iibliche Konvention verletzen,
nach der die Irrationalzahlen x, x’ bereits fiir eine Transformation

T = (‘;‘/ l;) € GL(2,7)

als dquivalent bezeichnet werden.

Nach einem wohlbekannten Resultat aus der Lehre der Kettenbriiche, das man et-
wa in dem Lehrbuch von G.H. Hardy und E.M. Wright “An introduction to the
theory of numbers”, [3, Theorem 175], findet, sind zwei Irrationalzahlen x,x’ (nicht
notwendigerweise quadratisch) genau dann dquivalent, wenn sich ihre beiden Ket-
tenbruchentwicklungen nur um jeweils endlich viele Anfangsglieder unterscheiden.

Wir betrachten daher noch als Erginzung zum Satz 8.8 in (8.15) zwei quadratische

Irrationalzahlen x = X (F), ¥ = X (F’), die durch eine Transformation 7 = <(;c/ g)

mit Det T = —1 verbunden sind. Die indefiniten Formen F, F’ diirfen wir hierbei
als primitiv voraussetzen, so dass sie sich aus x, x’ eindeutig ergeben.

Dann sind die beiden Irrationalzahlen

1
= o
x= vh+ und 1 (8.16)
15 /
70TV X

B a

vermoge der Transformation ( 5 Y) € SL(2,7Z) wieder strikt dquivalent, und nach

Satz 8.8 sowie Satz 8.6 (c) gehoren die Formen F, F’ zu uneigentlich konjugierten
Formenklassen, denn es gilt

F’:—F<$ §> [F'1=[F]- (8.17)

By _
wegen Det (}/ 5) =—1.

8.2 Kettenbruchentwicklung reell quadratischer
Irrationalzahlen

Satz 8.11:
Es sei G = (a,b,c) eine indefinite Form mit Diskriminante D = b* — 4ac und
f := | VD). Hierfiir definieren wir die K-Nachfolgeform G’ zu G gemf

G/ — (a/7b/,cl)
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mit
d=—c, b=-2cq—b, =qg(—cq—b)—a
und
b
{er J , ¢<O0,
1 —2c
= LX@J -
{ f+b+ 1J
— 1, ¢>0.
2c
Dann gilt
1 1
XG)=—— | — 0,1
=555~ 3] € O
. (0 1)
mit G’ = -G\ ¢/ und [G'] = [G]-. O
. _ (0 1)
Beweis: Die Transformationsformel G' = —G\! 4/ folgt sofort aus Satz 8.3, also

ist [G'] = [G]- nach Satz 8.6 (a). Aus der Darstellung

G = (—c,—b, —a)((l) (11>

und den Sitzen Satz 8.6 (c) sowie Satz 8.10 folgt nun auch die Beziehung

1 1
X(G)=———|=—=1|€(0,1).
)= 567~ |7 @
Um die Darstellung fiir ¢ = L((G)J zu beweisen, verwenden wir die Beziehung
fJ = F&JJ , die fiir alle £ € R, n € N gilt. Unter Beachtung der Fallunterschei-
n n

1 D+b
dung fiir ¢ < 0 bzw. ¢ > 0 folgt die Darstellung aus ——— = VD + .
X(G) —2c

Nun setzen wir 0 < X(G) < 11in Satz 8.11 voraus. Die Bildung der K-Nachfolgeform
von G kann dann als Anwendung eines Kettenbruchschrittes auf die quadratische Ir-

1
rationalzahl m > 1 interpretiert werden:

1 1
= > 1.

X(G) _1__ {4J

X(©) | X(©)

Das Prifix “K” steht hierbei fiir “Kettenbruch”.
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Definition 8.12:

Die indefinite Form G = (a,b,c) heift K-reduziert, wenn fiir D = b* — 4ac,
f = |VD] folgendes gilt: @ > 0, b > 0, f —min(2a,2|c|) < b < f. Sie heiBt re-
duziert, wenn G oder G_ K-reduziert ist. O

Bemerkung 8.13:
Die gegeniiber der K-Reduziertheit schwichere Reduziertheit der indefiniten Form
G = (a,b,c) 14Bt sich wie folgt charakterisieren:

b>0, f—min(2|al,2|c|)<b< .

Satz 8.14:
Es sei G = (a, b, c) eine indefinite Form, und damit insbesondere ihre Diskriminante
D = b — 4ac keine Quadratzahl. Wir setzen f := |\/D].

(a) Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

(i) G ist K-reduziert,
(il) a>0,c<0,|a+c| <b,
(i) a>0,b>0,c<Ounda—c< f.

(b) Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

(i) G ist reduziert,
(ii) ac <0, la+c| <b,
(iii) b>0,ac <O0und |a|+|c| < f.

d

Beweis: Wir konnen generell b € N voraussetzen. Wir erinnern auch daran, dass
D = b* —4ac > 0 keine Quadratzahl ist, so dass fiir f := L@J gilt:

f<VD<f+1, a-c#0. (8.18)

Die Bedingung ac < 0 ist wegen D = b*> — 4ac zu D > b* und wegen (8.18) zu
b < f aquivalent. Wir diirfen daher zur Charakterisierung der K-Reduziertheit der
indefiniten Form G = (a, b, ¢) schon vorab

a>0, b>0, ¢c<0 (8.19)
annehmen, und wir haben insbesondere
b< f. (8.20)

Mit (8.18), (8.19) erhilt man die beiden Aquivalenzumformungen
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f=2a<be VD<b+2as b —dac <b*+4ab+4a* < —(a+c)<b

sowie

f+2c<b < VD<b—2cs b*—4dac < b* —4bc +4¢?
& be<(a+c)ceatc<b.

Wir erhalten aus (8.18), (8.19) die Aquivalenz
f—min(2a,2|c|) <b < |a+c| <b. (8.21)

Wiederum mit (8.18), (8.19) kénnen wir die letzte Ungleichung in (8.21) wie folgt
umformulieren:

latc|<b < a®+2ac+c* <b* < a® —2ac+c* <D
s(a-c)?<Dsa—c<f.

Das entsprechende Kriterium fir Reduziertheit ergibt sich sofort aus dem fiir K-
Reduziertheit. ]

Bemerkung 8.15:

Die Charakterisierung der Reduziertheit von G in Satz 8.14 (b) erfordert in (ii)
und (iii) die Bedingung a-c < 0, wie das Beispiel der nicht reduzierten Form
G=(1,3,1) mit D =35, f =2 lehrt. O

Satz 8.16:

Fiir die indefinite Form G = (a,b,c) sei 0 < X(G) < 1. Mit D = b*> — 4ac und
f=1|VD] gelte |b| < f. Es sei G’ die K-Nachfolgeform zu G. Dann ist G’ eine
K-reduzierte Form. U

Beweis: Nach Voraussetzung ist

0< VDb <1, (8.22)
2a
|b| < V/D. (8.23)

Aus (8.22) folgt
2a  2a(vVD+b) D+b o
VvD—b  —dac —2c

und nach (8.23) ist v/D+ b > 0. Somit ist

d=—-c>0, a>0. (8.24)

Nach Satz 8.11 ist
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VD—b
2d

und unter Beachtung von &’ > 0 folgt hieraus

0<X(G)= <1,

b <vVD<2d+V. (8.25)

1
Nunist b’ = 2a’'q — b > 2d’ — b > 2d’ — /D mit der natiirlichen Zahl g = L((G)J .

Zusammen mit der rechten Ungleichung in (8.25) folgt
2d —b <D <2d+V. (8.26)

Dies ist nur fiir » > 0 moglich, und wir erhalten mit der linken Ungleichung
in (8.25):
0<b <VD. (8.27)

Die rechte Ungleichung von (8.26) schreiben wir in der Form

VD —-2d <V, (8.28)

vVD+V =2
2/ \/D—b
d<0, VD+2d <V (8.29)

SchlieBlich beachten wir f < /D < f + 1 fiir die natiirliche Zahl f, und erhalten:

und aus der linken folgern wir noch > > 1. Zusammen mit (8.27)

haben wir nun

a >0 aus(8.24), 0<b <f aus(8.27)

sowie

f—min(2d,2|c'|) <b' aus (8.28) und (8.29).
Somit ist G' = (d’,b’,c’) eine K-reduzierte Form. [ |
Satz 8.17:
Es seien G, G, G’ indefinite und K-reduzierte Formen und G’ die K-Nachfolgeform
sowohl von G als auch von G. Dann ist G = G. O

Beweis: Wir setzen
G:(a)b3c)7 G~: (57575)7 Gl: (a/’b/’cl).
Dann gilt @’ = —c = —¢& und insbesondere ¢ = ¢. Folglich gelten die Kongruenzen

b =—b(2c), b =-b(20),
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und somit ist b = b(2c). Wir miissen nur noch b = b zeigen, da mit ¢ = ¢ und der
Gleichheit der Diskriminanten von G und G mit der von G’ auch a = a folgt.

Nun gilt wegen der K-Reduziertheit von G und G:
f4+2c<b<f und f+2c<b<f.

Da die Zahlen k € Z mit f +2c¢ <k < f ein vollstiandiges Restsystem mod 2c bilden,
folgt aus b = b(2c¢) in der Tat b = b. |

Satz 8.18:
Es sei G = (a,b,c) eine indefinite Form mit Diskriminante D = b*> — 4ac und
f = |VD]. Es sei 0 < X(G) < 1 und |p| > f. Fiir die K-Nachfolgeform
G = (d,b',c) von Gsei |b'| > f.Dann gilta-c >0, a’ -’ > 0 sowie
/ / 1
l[d'+¢'| < §|a—|—c|.

O

Beweis: Fiir g := L((IG)J € N folgt G = fG/(ﬂl{ 5) aus Satz 8.11, und hieraus
c=—d,a=—(dq*>—bq+c) bzw.
at+c=—(d+c)—(dg*—bq). (8.30)
Aus |b| > ffolgt |b| > f+1> /D, und somit 4% > b% —4ac,dh.a-¢ > 0:
|b| > VD, a-c>0. (8.31)
Entsprechend folgt aus [b/| > f:
V| >VD, d-c>0. (8.32)

Fall 1: &' <0, und somit auch ¢’ < 0 nach (8.32). Aus Satz 8.11 folgt 0 < X(G') < 1,
also
1 2  2ld|  VD+V .

- — 1.
X(G) VvD-bv b—-vD =2

Wir erhalten
b >vVD, VD+b >-2,

und hieraus
20 > b +vVD > -2,

also
b >—c >0. (8.33)
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Aus @ = —c < 0 erhalten wir ¢ > 0, a > 0 aufgrund der zweiten Ungleichung
in (8.31). Somit folgt aus (8.30) und (8.33) im Fall 1:

latcl=a+c>—(d+)—d +b
>—(d+d)—d-¢
=2|d +|.

Fall 2: &' > 0, und somit auch ¢’ > 0 nach (8.32). Nach Satz 8.11 ist 0 < X(G') < 1

mit
1 2d' — (VD+V)

= = > 1.
X(G) D-V 2¢!
Wir erhalten hier — (\/5 +b ) > 2¢' sowie
—b' >VD+2d > >0. (8.34)
Aus @ = —c > 0 erhalten wir ¢ < 0, a < 0 aufgrund der zweiten Ungleichung

in (8.31). Somit folgt aus (8.30) und (8.34) auch im Fall 2:
latc|=—(a+c)=d+ +dg*—bq

>d+c+d—b

>d+d+d+c

=2ld +¢|.
(]
Die Form F = (a,b,c) sei indefinit, und D = b*> — 4ac > 0 keine Quadratzahl. Dann
ist
VD —b
=X(F)= 8.35
X=X (F)=— (8.35)
Irrationalzahl. Zu F definieren wir mit go := | X (F)| die Parallelform
(%)
G =F\0 1) = (a,b+2aqo,c+qo (b+aqo)). (8.36)

Beginnend mit j = 1 berechnen wir nun schrittweise zu G; = (aj,bj,c;) die
K-Nachfolgeform Gy = (ajt+1,bj11,¢j+1) und setzen

1
Xji= . gqj:i=l|x;] firjeN. (8.37)
J X(Gj) J J
Die Sitze 8.10 und 8.11 liefern dann
Xjt+1 = V] € Ny, (8.38)
i =4

und nach dem erweiterten Euklidischen Algorithmus ist
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xj=1(q,qj+1,9j+2,--) VJj€No. (8.39)

Mit diesen Notationen und Bezeichnungsweisen gilt nun der

Satz 8.19:

Die Folge (Gj)jen der indefiniten Formen G; miindet in eine Periode, die aus
lauter K-reduzierten Formen besteht. Die Periode beginnt stets mit der ersten
K-reduzierten Form, die in der Folge (G;) jen auftritt. O

Beweis: Fiir die Form G in (8.36) gilt
0<X(G))=X(F)—|X(F)| <1
nach Satz 8.10.

Da G fiir alle j € N die K-Nachfolgeform von G; ist, folgt mit Satz 8.11:
0<X(Gj)<1 VjeN. (8.40)

Alle Formen G; = (aj,bj,c;) besitzen dieselbe Diskriminante D = b5 — 4ajc;,
und wir setzen wieder f := [v/D|. Nun kann wegen (8.40) und Satz 8.18 nicht
|bj| > f fiir alle j € N gelten. Folglich gibt es einen Index jo € N mit |bj,| < f, und
nach (8.40) sowie nach Satz 8.16 sind alle auf G}, folgende Formen K-reduziert.

Zur festen Diskriminante D gibt es aber nach Satz 8.14 (a) nur endlich viele
K-reduzierte Formen, so dass die Folge (G;); € N in eine Periode miindet, die
aus lauter K-reduzierten Formen besteht. Es sei j, € N der erste Index, ab dem
G;.,Gj,+1,Gj,+2,... usw. K-reduziert ist. Dann gibt es Zahlen s,# € Ny mit s < ¢
und Gj, +s = Gj,+;. Wir wihlen s minimal und fiihren die Annahme s > 1 zum Wi-
derspruch:

Es ist G}, ;¢ die K-Nachfolgeform sowohl von G;, 1 als auch von Gj, 4,1, und
alle drei Formen Gj, 45, Gj,+s-1, Gj,+,—1 sind wegen s > 1 auch K-reduziert.

Satz 8.17 liefert G, 51 = Gj, 1, was der Minimalitit von s widerspricht. So-
mit ist s = 0, und die Periode K-reduzierter Formen beginnt wie behauptet mit G, .
|

8.3 Reduktion indefiniter quadratischer Formen

Hier fassen wir die Formeln aus dem vorigen Abschnitt noch einmal zu einem leicht
zu implementierenden Rechenschema zusammen. Die Form F = (a, b, ¢) sei indefi-
nit, und D = b% — 4ac > 0 keine Quadratzahl. Dann ist
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Irrationalzahl mit

f=0b
{Za

J a0,
qoi= |X(F)| =
VU+U

05
—2a J’ a<

fiir f := [v/D]. Zu F definieren wir die Parallelform

1 qo
Gi 1=F(0 1 ) = (a,b+2aqo,c+qo (b+aqo)).

Dabei gilt
X(G1) = X(F) = qo.

(8.41)

(8.42)

(8.43)

(8.44)

Beginnend mit j = 1 berechnen wir schrittweise zu G; = (a;,bj,c;) die K-Nachfol-

geform G = (ajt1,bj41,¢j+1), d.h.

a]-‘rl = _Cj,
bji1=—2¢cjqj—Dbj,
cjir1=q;-(—cjqj—bj)—a,

mit der Grofie

b,
\\f—'_ ]J, Cj<0,
qj = =
X(Gj) f+bj+l
Cj

Dann gilt fiir alle j € N:

1 1 1
X(Gjy1) = X(Gj) N \‘X(Gj)J - X(G)) i

Mit den G; definieren wir fiir alle j € N die Formen

Fooe G, falls j ungerade ist,
77\ (=aj,bj,—cj), falls j gerade ist.

(8.45)

(8.46)

(8.47)

(8.48)

Mit der Matrix S = <_ (1) ?) kann man die F; einheitlich fiir j € N in der Form

F'j — ((*1)]+la],b],(*1>]+16']) _ (71)j+1G]$j+1

(8.49)
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schreiben.

131

SchlieBlich definieren wir die Transformationsmatrizen 7; € SL(2,Z) fiir j € N re-

kursiv gemadss

1 .
T = <O q]0> , Timi=T;A; mit Aj:= ((

Dann gilt fiir alle j € N:

Fi=F", Fj=

A
J
Fs

wobei Fj und F eigentlich dquivalent sind.

Wir setzen xg := X (F)

VD —
2

sowie xj :=

U
~ X(Gy)

,1)]

)

(8.50)

8.51)

Vk € N, wenden den erwei-

terten Euklidischen Algorithmus auf die beiden Eingabewerte xg, 1 an und erhalten:

X = <Qk7Qk+174k+2a >a

VD—b

2a

Xk+1 =

’
Xk — 49k

1

qk =

E7Y

=X = <C]07*’117QZa~->~

Hiermit konstruieren wir ein Zahlenschema mit 6 Spalten:

Vk € Ny,

(8.52)

(8.53)

J Gj 4;

Fj

T

Aj

Index ||Fiir j = 1 berechnet
j€N|laus F mit (8.42),
(8.43) und fiir j > 2
jeweils mit (8.45)
aus der Vorginger-
zeile berechnet

mit
aus
zweiten
Spalte

Berechnung
(8.46)

der

Berechnung
mit  (8.49)
aus den
Spalten fiir j
und G j

Berechnung
mit  (8.50);
fiir j > 2 un-
ter Verwen-
dung der
Vorginger-
zeile

Aus der
ersten  und
dritten Spal-
te gemil
(8.50).

Gesamtiibersicht der Berechnungsvorschriften zur Reduktion indefiniter quadrati-

scher Formen.

Berechnung von g und G,

Berechnung von ¢; und G

aus F = (a,b,c): aus G; = (aj,bj,c;) fir j € N:
—b b

qo = S=b fiir a > 0 bzw. qj= S 1b; fiir c; < 0 bzw.
2a —2Cj

b— 1 bj+1
qo = L fﬁra<0, q;= _M fﬁer>O,
—2a 2Cj
Gi = (a,b+2aqo,c+qo(b+aqo)), | aj1=—cj, bjr1=—2c;q;—Dbj,

mit f = | /D], D = b*—4ac > 0.

cjiv1 =qj(=cjqj—bj) —aj.
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Berechnung von Fj aus jund G;:

Berechnung von 7;:

Fj=((=1)"aj,bj, (=1)7"¢;)

fiir j € Nund Gj = (Clj,bj76‘j).

1
nh= (O qlo>,Tj+1 =Tj-Ajund

0
4= ((-Uj q;

(1)

)fiirjeN.

Beispiel: F(x,y) = —17x* — 29xy — 7y? liefert a = —17, b = 29, ¢ = 7,

D =b>—4ac =365 und f = 19. Wir haben xy = X(F) = —@, und
aus (8.42) folgt g9 = —2. Wir erhalten fiir j = 1 aus (8.43), (8.48):
G, =F = (-17,39,—-17).
J Gj qj F; Tj Aj
1|-17,39,-17| 1 |-17,39,-17 (1) ] _01 i
2| 17,-5,-5 | 1 | -17,-5,5 j _i (1) _11
35157 | 2 | 5157 _i _; _01 ;
40 7,13,-7 | 2 | -7.13,7 _; _; (1) _21
510 7,155 | 3 | 7,15,-5 *z *g _01 ;
6 515-7 | 2 | 5157 7}; _Zf (1) _21
7 7,13,-7 | 2 | 7,13,-7 _if _lgi _01 ;
8 || 7,155 | 3 | 7,155 _133 _;gg (1) _31
91 515-7 | 2 | 5157 _33‘9‘ _1;2? _01 ;
Wir haben die Form F = (—17,-29,-7),
X(F) == =2 (211273,

F;=FB =F" sodass T9T3*1 = (

457 133
—323 —94

) automorphe Substitution fiir F ist.
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Zum Vergleich mit der Reduktion der Form F fiihren wir nun noch die vollkommen
analoge Kettenbruchentwicklung von X (F) durch:

Erweiterter Euklidischer Algorithmus zur Berechnung der x;:

J Xj qi | sji |t Xj=(qj,9j+1,9j+2,---)

365 +29 o
0 _\/737: 2 1 0 [(—2,1,1,2,2,3) = —1.41485215...

V365439
34

V3655
10

V365415
14

V365413
14

V365415
10

V365415
14

V365+13
14
V365+15

8 — 10 3 1-3241 229 (3,2,2) =3.4104973...

1| 2| 1] (1,1,2,2,3) = 1.708969799...

1] -1 ] 1 (1,2,2,3) = 1.4104973...

2 | 3| 2 (2,2,3) = 2.4360695...

2 | 7|5 (2,3,2) = 2.293212...

3 -17 | 12 (3,2,2) =3.4104973...

2 | -58 | 41 (2,2,3) =2.4360695...

2 |-133| %4 (2,3,2) =2.293212...

F =(—17,-29,-7), xo = X (F), und fiir j € No:

1 1 mit ™

Xir) = = it g;=|x;].
T X(Gi) - xj—aj s
so=1, s1=qo, Sjr1=S5j-1+5jqj,

00=0, n=1, ti1=tj1+t-q;

fiir alle j € N.

Nun heben wir zwei wichtige Resultate hervor, die eine direkte Folge unseres Re-
duktionsverfahrens fiir indefinite Formen sind. So stellt die ndchste einfache Folge-
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rung aus der Darstellung (3.15) der allgemeinen Kettenbriiche x; = (gj,9+1,¢j4+2- - .)
aus Lektion 3.1 und Satz 8.19 eines unserer Hauptergebnisse dar:

Satz 8.20:
Genau die quadratischen Irrationalzahlen besitzen eine Kettenbruchentwicklung,
die (ggf. nach einer endlichen Vorperiode) in eine Periode einmiindet. (]

Mit dem folgenden Ergebnis schliesst sich auch der Kreis, der in Satz 8.4 und Satz
8.5 seinen Ursprung hat:

Satz 8.21:

Jede indefinite, primitive Form F = (a,b,c) mit Diskriminante' D = b* — 4ac >
0 besitzt unendlich viele automorphe Transformationen . Insbesondere besitzt die
Pellsche Gleichung

*—Du*=4 bzw. Hp(x,y)=1

aus Satz 8.4 jeweils unendlich viele ganzzahlige Losungen ¢, u bzw. x, y. U

Beweis: Da sich jede Form F' duch eine Kette dquivalenter Formen F; (in der vier-
ten Spalte unseres Schemas) in eine reduzierte Form tiberfiihren ldsst, konnen wir
annehmen, F sei reduziert. Sobald die Kette der F; = (a;,b;,¢;) periodisch wird, al-
ternieren die Vorzeichen der a;. Wir konnen daher von vorneherein annehmen, dass
F = (a,b,c) mit a > 0 sogar K-reduziert ist.

Wenden wir nun den Reduktionsmechanismus dieses Abschnitts auf F = F} an, so
entsteht eine reine Periode gerader Linge von Formen F| ~ F; ~ ... ~ F,, mit

m € N und Fp,11 = Fi, und fiir alle j € N gilt Fj | = Ff-f . Nun ist das Produkt

zweier aufeinanderfolgender Matrizen A;,Aj1 € SL(2,Z) aus der letzten Spalte
des Schemas fiir ungerades j gegeben durch

0 1\ /0 —1 1 gin
AAi = = j ,
AN <1 q.i) (1 in+1> (qj‘ 1+4j61j+1)

Die aufeinanderfolgenden Produkte der Matrizen A ;A ;11 liefern beliebig groe Ein-
trige, wenn man fiir j die Folge der ungeraden Zahlen durchlduft und somit auch
beliebig oft die volle Periode reduzierter Formen, die von F = Fj ausgeht. Dies
liefert unendlich viele automorphe Transformationen von F, und der Rest der Be-
hauptung folgt sofort aus Satz 8.4. ]

Wir erwihnen an dieser Stelle, dass fiir die Reduktion der indefiniten Formen auch
andere Verfahren in der Literatur beschrieben werden. So findet man etwa im Lehr-
buch von Scholz und Schoeneberg [10, §31] das Verfahren der sogenannten halb-
reduzierten rechten Nachbarformen, dass dieselben Perioden reduzierter indefiniter

! wir erinnern wieder daran, dass wir nur Formen mit nichtquadratischer Diskriminante betrachten.
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Formen wie unser Schema liefert, sich aber bei der Reduktion der Formen in der
Vorperiode unterscheiden kann. Die Form F = (a,b,¢) sei indefinit mit nichtqua-
dratischer Diskriminante D = b% — 4ac > 0, und es sei wieder f= L\@J (Vorsicht:
bei [10, §31]ist f = [\@]) Die halbreduzierte rechte Nachbarform von F ist dann

f+bJ

A(F) = (c,2ct —b,a—bt +ct*) mit = sign(c) {2
c

Beim Reduktionsverfahren von [10, §31] betrachten wir die folgende Kette dqui-
valenter Formen, die aus F' durch schrittweise Bildung der halbreduzierten rechten
Nachbarformen hervorgeht:

F, Z(F), Z(R(F)), B(Z(Z(F))),... usw.

Nun lésst sich [10, Satz 81] folgendermassen auf unser Schema iibertragen:

Satz 8.22:

Sind F, F’ indefinit und reduziert und gilt F’ = F4 mit einem A € SL(2,7), so liegt
F' in der von F ausgehenden Periode reduzierter Formen aus der vierten Spalte
unseres Schemas. t

Durch die abschlieBenden Internet-Recherchen bei der Fertigstellung dieses Bu-
ches ist uns noch ein drittes Reduktionsverfahren fiir indefinite Formen bekannt
geworden, das auf einer alternativen Art von Kettenbruchentwicklung bzw. Formen-
Reduziertheit basiert, siche hierzu Zagier [13, §13].

Fiir positiv definite Formen gestaltet sich die Formen-Reduktion mit Hilfe eines ef-
fizienten Verfahrens sowie die Bestimmung der Aquivalenzklassen wesentlich ein-
facher als im indefiniten Fall, siehe hierzu die kompakte Darstellung [10, §30].
Zum Abschluss stellen wir nur eine interessante Ubungsaufgabe, deren Ausfiihrung
wir dem geneigten Leser iiberlassen mochten.

Aufgabe: Zur Reduktion der indefiniten Formen implementiere man die drei oben
genannten Verfahren, ndmlich das Kettenbruchverfahren dieses Abschnittes sowie
das Verfahren der halbreduzierten rechten Nachbarformen und das in Zagier [13,
§13] beschriebene Verfahren. Hierauf vergleiche man diese Verfahren, indem man
sie fiir grossere Werte von n € N, n > 2 auf folgende indefiniten Formen anwendet:

Fy=((n+1)>=2,-2(n* +n—-2),n* —2)
mit Diskriminante D = 8 und X (F,,) = (0,1,n+ 1,2) bzw.

F,=(n,—n,—1)

_ 1 1 1
mit Diskriminante D = n(n+4) und X (F,) = 3 —H/Z + o= (I,n).






Lektion 9
Anhang

9.1 Logische Symbole, Mengen und Abbildungen

Logische Symbole der mathematischen Umgangssprache

(1) —A nicht A,

(2) AAB Aund B,

(3) AVB A oder B,

4 A=B A impliziert B,

(5 A<B A und B sind dquivalent,

(6) VxA(x) fiir alle x gilt A(x),

(7)  3IxB(x) es gibt ein x fiir das B(x) gilt.

In (1)-(5) sind A, B Aussagen, in (6) und (7) dagegen Aussageformen, die von ei-
ner freien Variablen x abhéngen diirfen. Die Variable x entstammt dabei einer festen,
vorgegebenen Grundmenge M, die oft nicht explizit in den Formeln mitgefiihrt wird.
Ein Beipiel fiir (6) wire demnach Vx € Z : x> > 0, oder einfach Vx ()c2 > 0), nach-
dem zuvor die Grundmenge M := Z festgelegt worden ist.

Wabhrheitstabellen fiir aussagenlogische Verkniipfungen

Hier sind o und 8 Aussagen mit dem Wahrheitsgehalt w=wahr oder f=falsch.

alfll-allaAnBllavBila=B|lasB
wwl|| f w w w w
w | f f W f f
f |wllw f A w f
f|filw f f w w

137



138 9 Anhang

Symbole der (nicht formalisierten) Mengenlehre

Wir betrachten hier Teilmengen K, L einer vorgegebenen Grundmenge M.

(1) xeM\K x¢ K Komplement von K ,
(2) xeKNL x€ K AxeL Durchschnitt,

(3) xeKUL x€KVxeL Vereinigung,

(4) Vx(xeK=x€l) K CL Inklusion,

(5) Vx(xeKexel) K =L Mengengleichheit.

Wichtige Beispiele fiir Mengen

(1) N={1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen.

(2) Np=10,1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen inklusive der Null.
(3) Z=1{0,£1,£2,43,...} ist die Menge der ganzen Zahlen.

4 Q={a/b:acZ,becN}istdie Menge der rationalen Zahlen.

(5) Ristdie Menge der reellen Zahlen.

(6) C={x+iy: x,y € R} istdie Menge der komplexen Zahlen.

Besonders oft werden Intervalle als spezielle Teilmengen der reellen Zahlen in der
Mathematik benétigt:

Notationen fiir Intervalle

Abgeschlossenes Intervall: [a,b] :={xeR:a<x<b}.

Offenes Intervall: (a,p) :={xcR:a<x<b}.
Die Menge R :={x € R : x > 0} ist ein “unendliches” offenes Intervall.

Halboffene Intervalle:
(a,b]:={xeR:a<x<b}, [a,b):={xcR:a<x<b}.
Die Menge R := {x € R : x >0} ist ein “unendliches” halboffenes Intervall.

Die Bildung kartesischer Produktmengen und deren Teilmengen ist ein besonders
wichtiges Konstruktionsprinzip in der Mathematik, um aus gegebenen Mengen neue
Mengen zu bilden und um Eigenschaften von komplexerer Struktur zu beschreiben:

Kartesisches Produkt von » Mengen und n-stellige Relationen
Sind My, M,, ... , M, nichtleere Mengen, so ist ihr kartesisches Produkt erklart als
Menge aller geordneter “n-Tupel” (xi,...,x,) mit x| € My, xo € My, ... , X4 € My,
d.h.

My XMy X .o X My :={(x1,..,%n) : X EMy firk=1,...,n}.

Der R" := R x ... x R mit n Faktoren ist ein wichtiges Beispiel. Eine Teilmenge des
kartesischen Produktes M; x M; X ... x M,, heilt n-stellige Relation .
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Funktionen (auch Abbildungen genannt)

Es seien A, B nichtleere Mengen. Eine Funktion bzw. Abbildung f mit Definitions-
bereich A und Wertebereich B ist eine Zuordnung, die jedem x € A genau einen
Wert y € B zuordnet. Wir schreiben dann y = f(x) und nennen f(x) das Bild bzw.
den Funktionswert von x.

Formal gesehen sind Funktionen spezielle Teilmengen G C A x B der kartesischen
Produktmenge A x B mit der Eigenschaft, da} es zu jedem x € A genau ein Paar
(x,y) € G gibt. Im Sprachgebrauch nennt man G aber meistens den “Graphen” der
Funktion f.

e Die Funktion f heiBt injektiv, wenn fiir alle x,y € A aus f(x) = f(y) stetsx =y
folgt.

e Die Funktion f heif3t surjektiv, wenn es zu jedem z € B mindestens ein x € A gibt
mit f(x) =z

e Fine injektive und surjektive Funktion f wird auch bijektiv bzw. Bijektion ge-
nannt. Zu jeder bijektiven Funktion f : A — B gibt es die sogenannte Umkehr-
abbildung f~!: B — A, wobei fiir jedes y € B der Wert x = f~!(y) der Umkehr-
abbildung durch die Beziehung f(x) = f(f~'(y)) = y eindeutig bestimmt ist. Es
gilt (f~)~"' =1

Verkettung von Funktionen

Sind A,B,B’,C nichtleere Mengen mit BC B’ und h: A — B bzw. g: B’ — C

Abbildungen, so definiert ihre Verkettung oder Komposition eine neue Funktion

goh:A— C gemil

(goh)(x) =g(h(x)) fir alle xc€A.

Sind h:A— B, g:B— C und f:C — D Abbildungen, so sind die Verket-
tungen fo(goh),(fog)oh:A — D definiert, und es gilt das Assoziativgesetz
fo(goh)=(fog)oh.

Beispiele fiir Funktionen und deren Verkettungen

(@ fi:R—[—1,1] mit fi(x):=sinx ist eine surjektive Funktion,
aber nicht injektiv.

®) f2:[-%,53] =R mit fo(x):=sinx istinjektiv, aber nicht surjektiv.

©) f3:Ry — Ry mit f3(x) :=x? ist bijektiv mit Umkehrabbildung f; ' : Rj —
Ry, fy'(x) = V.

(d) f1:R— R mit f4(x) := x> ist weder injektiv noch surjektiv.

(e) fs:R— R mit f5(x) := e* ist bijektiv mit Umkehrabbildung

D RY SR, £ (x) =Inx.

Verkettungen wie f3 o f] bzw. f; o f5 sind hier nicht méglich, da weder [—1,1] C Rg
noch R C [—7, 7] gelten. Beispiele fiir “erlaubte” Verkettungen sind dagegen:

() fiofs: Ry —[=1,1] mit (fiof3)(x) =sin(x?),
(2) faofi:R— R mit (f4of1)(x):sin2x,



140 9 Anhang

(h) fsofa: [—%,%] — Rt mit (fso fo)(x) :esinx’
@ fsofy R R mit (fs0f;)(x) =V

Die Verkettung bijektiver Abbildungen auf einer endlichen Trigermenge fiihrt nun
zu den Permutationsgruppen, die nicht nur in der linearen Algebra (Determinanten)
sondern auch in der Zahlentheorie und Kombinatorik von Bedeutung sind:

9.2 Permutationsgruppen

Permutationen sind bijektive Abbildungen einer Menge auf sich selbst. Bei unendli-
cher Triagermenge nennt man sie auch Transformationen. Liegt dagegen eine endli-
che Trigermenge mit n > 1 Elementen zugrunde, dann spricht man von Permutatio-
nen vom Grad n. Wir wihlen im folgenden die feste Trigermenge N, := {1,2,...,n}.

Matrixdarstellung der Permutationen
Eine Permutation f : N, — N,, 146t sich wie folgt als Matrix schreiben:

_ ( 1 2 ... n )
F=\r) @) o fmy)

Die Permutationsgruppe X,

Sind f,g : N, — N,, zwei beliebige Permutationen auf N,;, so lassen sie sich gemaf
fog:N, = N, mit (fog)(x) := f(g(x)) fiir alle x € N, zu einer neuen Permutation
f og verkniipfen. Damit wird die Menge X, = (X, 0) aller Permutationen auf N,, zu
einer Gruppe, der sogenannten Permutationsgruppe n-ten Grades . Sie besteht aus
n!=1-2-...-n Permutationen . Bei dieser Verkniipfung ist nicht nur deshalb Vorsicht
geboten, weil die Reihenfolge der “Faktoren” i.a. nicht vertauschbar ist, sondern
auch deshalb, weil einige Autoren f o g in der umgekehrten Reihenfolge g(f) defi-
nieren! Dies hingt damit zusammen, dal} bei unserer geldufigeren Schreibweise die
Funktionsauswertung zwar von “rechts nach links” erfolgt, aber die Komposition
von “links nach rechts” aufgeschrieben wird. Dies kann als Diskrepanz empfunden
werden.

Das Einselement dieser Gruppe wird auch als Identitdt Id bzw. Id ,, bezeichnet und

hat die Darstellung
12...n
Id_(lZ...n)'

Die zu f inverse Permutation f~! entsteht aus der Matrix von f durch Vertauschung
ihrer beiden Zeilen, d.h.

e (),

So erhalten wir etwa fiir n = 4, d.h. N, = { 1,2,3,4}, das Beispiel
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po(1234) (2413 _ (1234
S \2413)° S \1234) \3142/)"

Die Zyklenschreibweise fiir Permutationen Neben der Matrixdarstellung gibt es
aber auch noch die Zerlegung einer Permutation in elementfremde Zyklen. Diese
fiihrt auf eine weitere sehr wichtige Darstellung fiir Permutationen. Wir betrachten
als Beispiel die Permutationen f, g : Ng — Ng mit

(123456 (123456
f_<213645)7 g_<234165>‘

Die Permutation f vertauscht die Ziffern 1,2 miteinander, hat die Ziffer 3 als so-
genannten Fixpunkt und tiberfiihrt die Ziffern 4,6,5 zyklisch ineinander in der an-
gegebenen Reihenfolge 4 — 6 — 5 — 4. Entsprechend finden wir fiir g die beiden
Zyklenl -2 —+3—>4—=1bzw.5 =6 = 5.

Allgemein schreibt man einen Zyklus k; — ko — ... — k;,, — k; mit verschiedenen
ki,e...kyy in der Form Z = (ky,kp,...,ky). Mit |Z| = m bezeichnen wir die Linge
dieses Zyklus.

Fiir f und g haben wir somit die folgenden Zerlegungen in elementfremde Zyklen
gefunden:

f= [(1,2)(3)(4,6,5)], 8= [(152’3’4)(576” .

Fixpunkte, d.h. Zyklen der Liange 1, 14t man meistens weg und schreibt dann etwa
f=1(1,2)(4,6,5)] . 1d¢ = [].

Die Injektivitdt der Permutationen auf N,, garantiert im allgemeinen Fall, daf} sich
jeder Zyklus wieder mit dem Element schlief3t, mit dem man begonnen hat. Jedes
Element k € N, besitzt ndmlich bzgl. einer Abbildung f € X, einen eindeutigen

Vorginger f~!(k), und somit nicht nur einen eindeutigen Nachfolger f(k). Daher
gilt auch der folgende

Satz 9.1:
Jede Permutation auf N,, 146t sich eindeutig in elementfremde Zyklen zerlegen. [

Die Zyklenzerlegung der Permutationen 1a8t sich graphisch gut illustrieren:

Qo OO

Yy M
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Wir kénnen auch aus der Zyklenzerlegung sofort die Inversen bzw. die Kompositio-
nen erhalten:

fﬁl = [(2,1)(5,6,4)], 871 = [(4’35271)(6’5)L
fog= [(2737674)]7 gof= [(1,3,475” :

Zerlegung einer Permutationen in Transpositionen

Eine Transposition ist eine Permutation der Form [(a,b)], die nur zwei Ziffern a #
b miteinander vertauscht. Fiir eine zyklische Permutation [(n,ny,...,n,)] mit der
Zyklenlidnge r > 2 besteht die folgende Zerlegung in (r — 1) Transpositionen, die
sich mittels vollstindiger Induktion zeigen 1aBt:

[(n1,n2,....;n,)] = [(n1,n,)] 0...0[(n1,n2)] .1

Im folgenden sei f : N, — N,, eine Permutation und n > 2. Da sich nach dem vo-
rigen Satz f in paarweise disjunkte (d.h. elementfremde) Zyklen Zi,...,Z; geméil
f=121]0[Z]... o [Zs] zerlegen 148t und wir fiir f # Id die Fixpunktzyklen aus die-
ser Zerlegung streichen konnen, folgt in diesem Fall die Zerlegbarkeit von f in ein
Produkt von Transpositionen. Fiir f =1Id konnen wir dagegen wegen n > 2 die Zer-
legung Id = [(1,2)] o [(1,2)] angeben.

Definition 9.2: Gerade und ungerade Permutationen

Eine Permutation f : N,, = N,, heifit gerade, wenn sie sich in eine gerade Anzahl von
Transpositionen faktorisieren ldRt. In diesem Falle schreiben wir sign(f) = +1. Ist
dagegen eine solche Zerlegung nicht moglich, so heit die Permutation ungerade,
und wir schreiben dann sign(f) = —1. O

Die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen ist im allgemeinen nicht ein-
deutig. Umso wichtiger ist der folgende

Satz 9.3:
Die Permutation f : N, — N, mit n > 2 sei auf zwei verschiedene Arten in Trans-
positionen Ty, T} zerlegt gemil

f:Tlo...oTr:Tllo...oTr//.

Dann sind 7 und 7 entweder beide gerade oder beide ungerade. (]

Beweis: Wir definieren das folgende Polynom:

P(xlaXZa"'vxn) = H (xkij)'

1<j<k<n
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Nun geben wir zwei beliebige Zahlen m > m’ aus N,, vor und zerlegen dieses Poly-
nom in fiinf Faktoren geméif

P(-xlaxZ)"'?xn):(xm_xml) : H (Xk_xj)'
J<kA jk¢{mm'}

T { s =20m) s =) - T { =) Gt =00) -

j>m k<m’

{(xm —xi) (g —xmr)}.

m' <k<m

Produkte iiber einen leeren Indexbereich sollen hierbei den Wert 1 haben. Vertau-
schen wir die Variablen x,, und x,,; in P(x;,x,...,X,), so wechselt das Polynom
nur sein Vorzeichen, da die vier mit [] beginnenden Produkte hierbei unveridndert
bleiben, wihrend der erste Faktor (x,, — x,,/) sein Vorzeichen wechselt.

Wir definieren fiir jedes g € X, das Polynom Py (x1,...,Xy) 1= P(Xg(1), s Xg(s)) und
beachten fiir alle g, s € X, die Assoziativitit

(Pg)h = Pgoh .
Fiir die beliebige Transposition T = [(m,m’)] folgt nach dem oben gezeigten
Pr(xi, ... Xn) = —P(x1, ... Xn) -

Wenden wir die letzten beiden Beziehungen wiederholt auf die beiden Zerlegungen
f=Tio..oT,=T/o...oT) an, so erhalten wir die folgende Gleichung, die unsere
Ausgangsbehauptung beweist:

Pr(x1,esXn) = (= 1) P(x1, s ) = (1) P(x1, .., Xn)
Speziell fiir x; := k € N, erhalten wir zudem sign(f) = P¢(1,...,n)/P(1,...,n). W

Nun gilt der folgende wichtige

Satz 9.4:
Wir betrachten die Permutationsgruppe (X,,0) auf N,,, n > 2.

(a) Fiir je zwei Permutationen f, g € X, gilt

sign(fog) =sign(f) -sign(g), sign(Id)=1, sign(f~')=sign(f).

(b) Die geraden Permutationen bilden eine Untergruppe von (X,,0), die sogenann-
te alternierende Gruppe (A,,o), die aus %n! Permutationen besteht.

(c) Ist weiter g die Anzahl der Zyklen von f mit gerader Lénge, so gilt fiir sign(f)
die Berechnungsvorschrift sign(f) = (—1)8.

O
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Beweis: Die Teilaussage (a) ergibt sich aus Satz 9.3, und (b) ist eine direkte Folge
von (a). Wir zeigen die Berechnungsformel fiir sign(f): Ist f vollsténdig in seine
paarweise disjunkten (d.h. elementfremden) Zyklen Z,...,Z; (mit oder ohne Einer-
zyklen) zerlegt und bezeichnet | Z; | die Lénge des k-ten Zyklus, k = 1,..., s, so haben
wir in (9.1) jeden Zyklus Z; als Produkt von |Z;| — 1 Transpositionen dargestellt.
Folglich gilt die Beziehung

N

sign(f) = (—1)" mit m:= Z(|Zk\ —1).

k=1
Allein fiir die Zyklen Z; mit gerader Linge |Z;| ist |Z;| — 1 = 1(2), fiir die Z; mit
ungerader Linge ist dagegen |Z;| — 1 =0(2) . Somit ist sign(f) = (—1)8. |

Beispiel: Tst f : Ng — Ng in der Zyklenform f:=[(1,7,8)(2,5,4,3)(6)] gegeben, so
ist (2,5,4,3) der einzige Zyklus gerader Linge von f und sign(f) = (—1)! = —1.
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0% ik 20 B o a 58 5 = T B 98"
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84 6473 6481 RE49NN 6521 EE528W 6547 EE55IM 6553 E6568M 6569
85 6571 6577 6581 6599 6607 6619 6637 6653 6659 6661
86 68l 6679 EEEETN 6691 REFUHN 6703 NEGHHISN 6719 EEHESN 6737
87 6761 6763 6779 6781 6791 6793 6803 6823 6827 6829
88 6833 6841 6857 6863 6869 6871 6883 6899 6907 6911
89 6917 6947 6949 6959 6961 6967 6971 6977 6983 6991
90 699N 7001 EOASS 7019 FL02WE 7039 E04SE 7057 EO69N 7079




9.3 Primzahltabelle 147
0 1is 2 3 o A 589 D = T - g 9 .
91 RSl 7109 SOPSN 7127 WE29N 7151 EGRSOM 7177 [EEESVE 7193
92 Rz 7211 WOZRE 7219 NSRS 7237 Wil 7247 WoEEE 7283
93 2978 7307 BTSI0ON 7321 WESSHAM 7333 EE3498 7351 EIS69M 7393
94 NI 7107 WTAEEN 7451 WA 7450 WA 741871 eV 7489
95 A998 7507 BTSN 7523 WI5298 7537 BI540M 7547 EI5498 7559
96 EGNE 7573 NIEE 7583 EIEESE 7591 NGEN 7607 WGINE 7639
97 7643 7649 7669 7673 7681 7687 7691 7699 7703 7717
98 V2l 7727 WECE 7753 WESEE 7759 NEISSE 7793 IR 7823
99 78298 7841 778531 7867 | 78%3 | 7877 | 1879 7883 7901 7907
100 | 7919 7927 7933 7937 7949 7951 7963 7993 8009 8011
101 (8017 8039 8053 8059 8069 8081 8087 8089 8093 8101
102 ([ESiSEI 3117 ESSEZSE 3147 ESHiGHE 3167 E3SlEM 3179 RESESSM 3209
103 | 8219 8221 8231 8233 8237 8243 8263 8269 8273 8287
104 (22558 8293 EE2SWE 8311 RESSIEAN 3320 ES858W 8363 RS 6YM 8377
105 | 8387 8389 8419 8423 8429 8431 8443 8447 8461 8467
106 (EESHIN 8513 EESZHM 8527 EEESHE 8530 W85BS 8563 ESEFEE 8581
107 | 8597 8599 8609 8623 8627 8629 8641 8647 8663 8669
108 | 8677 8681 8689 8693 8699 8707 8713 8719 8731 8737
109 | 8741 8747 8753 8761 8779 8783 8803 8807 8819 8821
110 | 8831 8837 8839 8849 8861 8863 8867 8887 8893 8923
111 | 8929 8933 8941 8951 8963 8969 8971 8999 9001 9007
112 [E=itesi 0013 ESOPCE 9041 e 9019 EEGESN 9067 BSIEsE 9103
113 [ 9109 9127 9133 9137 9151 9157 9161 9173 9181 9187
114 [F91998 9203 9209 9221 9227 9239 92408 9257 F9277H 9281
115 [ 9283 9293 9311 9319 9323 9337 9341 9343 9349 9371
116 [[9377 | 9391 19397 | 9403 19413 9419 194211 9431 194331 9437
117 [§21380 94161 24688 9167 BOAWEN 9479 F9AcE 94197 BOENIE 9521
118 [E25558M 9539 ESGAWE 9551 BG5SV 9601 HEOGHSE 9619 BOG2EM 9629
119 [ 9631 9643 9649 9661 9677 9679 9689 9697 9719 9721
120 (9733 9739 9743 9749 9767 9769 9781 9787 9791 9803
121 (9811 9817 9829 9833 9839 9851 9857 9859 9871 9883
122 ([ESiSiey 9901 ESCisl 9923 EGCPEE 9937 BIGFSE 9919 RSOEVE 9973
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