CHARAKTERISIERUNG DER RIEMANNSCHEN HYPOTHESE
MIT HILFE EINES HILBERTSCHEN FOLGENRAUMES

MATTHIAS KUNIK

ZUSAMMENFASSUNG. Wir untersuchen einen Hilbertschen Folgenraum, mit dessen Hilfe wir
sowohl zahlentheoretische Darstellungen gewisser Fourier-Reihen herleiten als auch eine ein-
fach zu formulierende funktionalanalytische Charakterisierung der Riemannschen Hypothese
erhalten. Die hierfiir benttigten Hilfsmittel der Funktionentheorie und Funktionalanalysis
werden im Anhang dieser Arbeit ebenfalls ausgefiihrt.

1. EINLEITUNG

In der Zahlentheorie hat man es gelegentlich mit nicht orthogonalen Vektoren bzw. Funktionen
eines Hilbertraumes zu tun. Dies kann zu interessanten Approximationsproblemen mit den
Linearkombinationen dieser Vektoren fithren.

Als Beispiel betrachten wir den komplexen Hilbertraum L?(0, 1) mit dem Skalarprodukt

1
() = [ o,
0
in dem wir fiir & > 1 die Funktionenfamilie g, : (0,1) — R definieren mit
1,1 1
].]. o t)i= —|—| — | —1.
(1) golt) 1= ~[1] — | -]
Nach einem klassischen Theorem von Nyman [18] gilt die Riemannsche Hypothese (RH)
1
((s) =0 = Re(s) = 3 im Halbraum Re(s) > 0

genau dann, wenn die konstante Funktion 1 in der L?(0,1)-Norm beliebig genau mit den
Linearkombinationen der Funktionen g, approximierbar ist.

Wir bezeichnen den Abschluss der Linearkombinationen aller Funktionen g, fiir @ > 1 in
L?(0,1) mit NB. Es sei g, die orthogonale L?(0, 1)-Projektion der konstanten Funktion 1 auf
den Unterraum NB. Burnol hat in [7] gezeigt, dass fiir Re(s) > 3 gilt:

1
(1.2) /xs_lg*(a:) dx = B(1)
0
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Hierbei ist
1-2

B(s) := H g

1—
:¢(p)=0 _ 5
I{Je(p)p>1/2 L=p

|r
I—p

das Blaschke-Produkt mit den nichttrivialen Nullstellen der Riemannschen (-Funktion aus-
serhalb der kritischen Geraden, wobei Nullstellen geméiss ihrer Vielfachheit gezéhlt werden.
Durch Anwendung der Mellinschen Umkehrformel in (1.2) lésst sich somit auch g, mit Hilfe
von B(s) berechnen. Fiir B(1) hat man die Darstellung

B = 1]

p:¢(p)=0
Re (p)>1/2

1=rl 4

p

Hiermit lisst sich auch noch die L?(0,1)-Norm der gesuchten orthogonalen Projektion g,
einfach darstellen, es ist

1
2

1
(1.3) / g @®)P2dt | = B(),
0

wobei B(1) = 1 offenbar zur Riemannschen Hypothese dquivalent ist. Diese Resultate von
Burnol stellen mithin eine Verfeinerung des Nymanschen Theorems dar, fiir deren Herleitung
neben dem Paley-Wiener Theorem 4.2 im Anhang dieser Arbeit noch entscheidend die Theorie
von Beurling und Lax zu den invarianten Hardy-Hilbertraumen verwendet wird, siehe hierzu
das Lehrbuch von Hoffman [10, Chapter 7, The Shift Operator]| sowie die Originalarbeiten
von Beurling [5] und Lax [16].

Das Resultat von Nyman wurde von Beurling in [6] auf eine Charakterisierung der Nullstel-
lenfreiheit der (-Funktion in Re (s) > % im Rahmen der LP-Rdume ausgedehnt.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir Approximationsprobleme mit komplexen Zahlen-
folgen (x,,) = (zn)nen des Hilbertraumes

_ = N
= {{an)] nzl n(n+1) oo}
mit dem Skalarprodukt

(14) [ -y s

n=1

und der zugehorigen Norm

x — - ‘xn‘Q ?
(15) )l = (;n(nﬂ)) .

In Abschnitt 2 betrachten wir im Rahmen des Hilbertraumes H zahlentheoretische Darstel-
lungen mit Fourier-Reihen bestimmter L?(0,1)-Funktionen, wobei die Didmpfungsfaktoren
m in (1.4) und (1.5) durch n% ersetzt werden, was zu einem gegeniiber (1.4) modifizierten
Skalarprodukt (-, -)g¢ mit einer zu (1.5) dquivalenten Norm || - ||5 fithrt.
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Die Ausfithrungen in Abschnitt 2 sind von denen im Abschnitt 3 weitgehend unabhéngig. In
Abschnitt 3 priasentieren wir mit Satz 3.4 bzw. Folgerung 3.1 eine auf Bdez-Duarte [1] zuriick-
gehende Variante des Nymanschen Theorems, die den Folgenraum H mit dem Skalarprodukt
(1.4) verwendet. Wir bezeichnen mit M den Unterhilbertraum von L?(0,1), der aus allen
Funktionen f : (0,1) — C besteht, so dass f(t) = x,, auf allen Teilintervallen n%rl <t< 1
mit ¢t € (0,1) und n € N konstant ist. Aus der Beziehung

2 |1:n|
/'f OFdt=2 0

folgt zunéchst, dass die beschriebene Zuordnung der Koeffizientenfolge (x,) € H zu gegebe-
nem f € M ein isometrischer Isomorphismus Oy : M — H zwischen den Rdumen M und
(F,|.|3¢) ist. Nun gilt noch g5 € M fiir « = k € N in (1.1), und die Aussage des Satzes 3.4 im
Abschnitt 3 kann mit Verwendung des isometrischen Isomorphismus Oy als die Aquivalenz
der folgenden drei Behauptungen gedeutet werden:

(i) Es gilt die Riemannsche Hypothese .
(ii) Die konstante Funktion 1 ist im Hilbertraum M beliebig genau mit den Linearkombi-
nationen der g, approximierbar, wobei k € N ist .
(iii) Fiir k € N liegen die Linearkombinationen der Funktionen g dicht in M.

Béez-Duartes Ansatz in [1] wurde erst in der Arbeit von Bagchi [3] in dieser Weise klar for-
muliert und beweistechnisch erweitert, die Resultate aus [1] und [3] sind daher in unseren
folgenden Betrachtungen bereits beriicksichtigt. Zudem leiten wir in Abschnitt 3 dieser Ar-
beit den entscheidenden Satz 3.3 her, dessen Aussage ohne Beweis in Bagchi [3], Lemma 3
formuliert wird. Im Hilbertraum J fithren wir neben dem Einheitsvektor

noch eine Folge (d},)ren von k-periodischen Spaltenvektoren d;, ein:

— o
LN W -

IS
[\
Il
B = N — b
QU
w
Il

Wir erhalten damit in der vorliegenden Arbeit die einfache Folgerung 3.1 aus dem Satz 3.4,
welche die Aquivalenz der folgenden drei Behauptungen garantiert:

(i) Es gilt die Riemannsche Hypothese .
(ii)’ Der Vektor e; ist im Hilbertraum H beliebig genau mit den Linearkombinationen der
Vektoren d;, approximierbar .
(iii)” Die Linearkombinationen der d;, liegen dicht in H .
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Es handelt sich bei dem Satz 3.4 um eine Folgenraum-Variante des Nymanschen Theorems,
wobei der reelle Parameter o« > 1 in (1.1) auf die natiirlichen Zahlen beschrinkt wird. Hierbei
wére es sehr interessant, fiir die orthogonale Projektion der konstanten Funktion 1 auf den-
jenigen Unterhilbertraum von M, der fiir kK € N von den Linearkombinationen der gj erzeugt
wird, ein Analogon zu den Gleichungen (1.2) bzw. (1.3) zu finden.

2. FOURIER-REIHEN MIT ZAHLENTHEORETISCHEN KOEFFIZIENTEN

Es sei ¥ = {g : N — C} die kommutative Algebra der arithmetischen Funktionen mit den
iiblichen linearen Operationen af + g € F fiir a, f € C und f,g € F. Die (Dirichletsche)
Faltung * : F x F — F ist

n
(fro)m) =Y f(dg(5) wneN,
d|n
und die Einheit ¢ € F mit e(1) = 1 bzw. e(n) = 0 fiir n > 2 erfiillt
frxe=f VYfed.

Wir schreiben die arithmetischen Funktionen oft als Zahlenfolgen, z = (2, )nen € F. Eine
arithmetische Funktion f € F heisst multiplikativ, wenn f(1) =1 und f(m-n) = f(m) - f(n)
fiir alle m,n € N mit (m,n) = 1 gilt. ' Wichtige multiplikative Funktionen sind neben der
Einheit ¢ die Identitét I mit I(n) = n fir alle n € N, die Mébiusfunktion p und die Euler-
funktion . Beziiglich der Dirichletschen Faltung bilden die multiplikativen Funktionen eine
Gruppe mit der Funktion ¢ als Einselement. Bezeichnen wir hier das zu f inverse Gruppen-
element mit f~1, so gilt insbesonders 1% p = I % (ul) = ¢ und 1% ¢ = I, so dass 171 = p,
I7' = pI und ¢ = p * I folgen.

Definition 2.1. Wir betrachten zunéchst zwei einfache Folgenrdume:

(i) Der Hilbertsche Folgenraum [? besteht aus allen o = (2,,)neny € F mit

1

00 2
|zl = (Z wn!2> <00

n=1

und dem Skalarprodukt
(@, y)p =) TnYn-
n=1

(ii) Es sei H die Menge aller Zahlenfolgen = = (2, )neny € F mit

||| :z(E 7:2 ) < 0.
n=1

Ist noch y = (yn)nen € H, so wird H zum Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

oo __
xr
<x7y>9'f = Z nn .

n2

n=1

Mit (m,n) bezeichnen wir den gréBten gemeinsamen Teiler zweier natiirlicher Zahlen m und n.
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Bemerkung 2.1. Die Zahlenfolgen (z,),en des Hilbertraumes H sind also durch die einfache
Bedingung (%2),cn € 12 charakterisiert.

n

Definition 2.2. Wir fithren die folgenden beiden Hilbertschen Funktionenrdume ein:

(i) Die Funktionen f € L?(0,1) versehen wir mit der Norm

1

2

17l = | [1r0Pa
0

Es bezeichne U den Unterhilbertraum aller L?(0, 1)-Funktionen f : (0,1) — C mit
f(t) = —f(1 —t) fiir fast alle ¢ € (0,1), d.h. die 1-periodische Fortsetzung von f sei
eine ungerade Funktion.

(ii) Die Funktionen g € L? ((1,00); %) versehen wir mit der Norm

T lg(a)?
||g|+:=/ I g
1

2

X

Bemerkung 2.2. Diese Funktionenrdume spielen eine wichtige Rolle fiir die Formulierung der
Paley-Wiener Siatze im Anhang. Hier verwenden wir sie, um den Hilbertschen Folgenraum H
sowohlin U als auch L? ((1, 0); g—%’) einzubetten, und erhalten sofort aus den vorangegangenen
Definitionen:

Satz 2.1. Einbettung von H in U bzw. L? ((1,00); %g)
Die Formen Qp,Q : H — Rar mit

o0

00 2 2
Qelr) =35 Q) =3 L QW) < @el) <200),

fiihren zu dquivalenten Normen || - ||s3c = VQE bzw. | - |3 := VQ auf 3.

(1) Zu jedem x = (xp)nen € H definieren wir die Fourier-Reihe einer Funktion f € U

gemdayfs
S Tn .
) =+v?2 — 2mnt) .
0 = V3 3 T2
Dann gilt || f||= = ||z||lsc . Umgekehrt lafit sich jedes f € U so darstellen.

(ii) Zu jedem y = (yn)nen € H ldsst sich g € L* ((1, 00); %) konstruieren gemdf
g(x) ==y, firn<z<n+1, neN, wobei gilt:

n+1 n+1
0 2 o 2
g\xr Yn
Hg”i: E / | (x;| dz = E / |x2| dr = Q(y) < o0,
n=1 n=1

n =t n

so dass wir H als Unterhilbertraum von L? ((1, 00); i—’ﬁ) interpretieren konnen.

In diesem Abschnitt untersuchen wir geméifl der Einbettung von H in U Fourier-Reihen, de-
ren Koeffizienten zahlentheoretische Funktionen sind. Dagegen wird die Einbettung von H
in L2 ((1,00); %) erst im folgenden Abschnitt betrachtet, um die Riemannsche Hypothese
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mit Hilfe einer Approximationshypothese in H zu charakterisieren. Die nun folgenden Be-
trachtungen sind gegenwértig noch unabhéngig von den Untersuchungen in Abschnitt 3, und
konnen von denjenigen Lesern, die nur an der Folgenraum-Variante des Nymanschen Theo-
rems interessiert sind, auch tibersprungen werden:

Mit der Teilbarkeitsfunktion 9 : N? — {0,1},

1, fir k|7,

(2.1) Wk, j) = {O fiir k f j

definieren wir a; € J geméf
Qk(]) = 19(]{’]) ) ka] € N’

und schreiben die a;, als k-periodische Spaltenvektoren gemafl

1 0 0
1 1 0
1 0 1
@1 1 9 QQ 0 bl Q3 O 9 usw
1 1 1

Diese bilden eine Matrix A = (aji);ren = (U(k,J));jken. Im Hilbertraum I fithren wir mit
den Vektoren

S O =

yez3:=11], ... usw.

eine Standardbasis ein, die die Einheitsmatrix £ = (0;;);ren bilden. Die Vektoren e, sind
orthogonal, wegen ||e,|ls = 2, n € N, aber nicht normiert. Die Matrix B = (bj),)jxen mit
bik == V(k,j)p Q%J), 1(0) := 0, ist dann zu A invers, ebenso gilt dies fiir die Teilmatrizen

von A und B bestehend aus den ersten n Zeilen und Spalten, also insgesamt

n m -
(2.2) A-B=B - A=E, mzzjl M(?): ik YneN,Vike{l,..n},
k|m,m|j

wobei die Matrizenprodukte wie fiir endliche n x n Matrizen definiert sind, da in den Zeilen
von A und B nur jeweils endlich viele Eintrédge von Null verschieden sind:

1000 . 1 0 0 0
1100 . -1 1 0 0
1010 . 1 0 1 0

A—|1 101 . g_|lo -1 0 1
1000 . ’ 1 0 0 0
1110 . 1 -1 -1 0
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Wir bezeichnen die Matrizen A, B = A~! auch als ,, Transformationsmatrizen*:
Tpa=A , Tap:=B=A".

Satz 2.2. Es seiz = (x1,79,23,...)0 € F als Spaltenvektor geschrieben, undy = (Y1, Y2, Y3, )T
mit y =z * . Es moge (|yn|)nen x 1 € I gelten. Dann liegen auch x und y in I und es gilt:

(i) z2=Tga-y ,dh v, = > ya, mneN,
dn
;dh’ynzzu(%)xdv TLGN,
d|n
wobei das Produkt ,Matrixz - Vektor® analog zum Endlichdimensionalen erkldirt und
wohldeﬁmert ist.

y=Tag-

]

(ii) Die Reihe Z Yn a,, konvergiert in H gegen x = Z Tne

n=1
(iii) Qp(z) = QA(E) = Qg(y * 1) mit der absolut k‘onvergenten Doppelreihe
™ 5~ U:k)
QA(Q) = F 2 k2 Yj yk
J,k=

Beweis. Fiir k € N ist die k-te Komponente von (]yn\)neN « 1 gegeben durch > |yql, also gilt
dlk

zum einen Y |yq| > |yx| mit y € H, und zum anderen |zx| = | D ya| < D |yq| mit z € K,
d|k - dlk dlk

wobei (i) bereits ohne Konvergenzannahmen aus der Definition von T 4 bzw. T4 g mit der

Mobiusschen Umkehrformel folgt.

(ii) Fiir jedes N € N gilt zum einen

(Zykak) Zyk mit j € N,

k<N k<N
klj

und das ist nach (i) fur alle j < N genau x;, wéhrend fir alle j > N + 1 die Abschétzung

‘ Zyk‘ <yl <l

k<N k<N klj
klj klj

besteht, so dass gilt

2 °° 1
[ wai—af, = > 5 > |

k<N j=N+1 7 k<N
k|j
1 2 > |m]~|2 Zk|j|yk| |5
<3 L (S 3 e 3 Sulvl el
j=N+1 7 k|j j=Ng1 J j=N+1 J J

Alle drei Summen verschwinden geméf der Annahme (|y,|)neny * 1 € H im Limes N — oo,
fiir die letzte Summe folgt dies aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung in 2.
(iii) Es sei fiir alle natiirlichen Zahlen j, k die Teilmenge

Nji :={n e N|jln & k|n}
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natiirlicher Zahlen definiert. Ist dann ¢ = (j, k), so folgt

Lk
Njk:{‘z-m|m€N} ,
und hiermit

Qp(z) = QE(TE AY)

—Z Zyﬂ/k

jln
kln
o0 —
_ Z YiYk
= .~
j,k=1 nGNjk
- Z Z ng y] Yp = QA(Q)
j,k=1m= 1
unter Beachtung von Z = "; und von (|yn|)n ey * 1 € 3, wonach die Doppelreihe absolut
konvergiert und umsummlert werden kann. O
Betrachte nun die 1-periodische Ségezahnfunktion 5 mit 5(0) = 0 und 5(t) = % 0<t<l.
Sie hat die Fourier-Entwicklung
1 > sin(27at)
2.3 — teR.
(2.3) - ;

Satz 2.3. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungsweisen von Satz 2.2 gilt im Sinne der
L?(0,1)-Konvergenz:

oo 1 oo
Zy—]jﬁ 72% in(27nt) .
n=1

k=1

>q

Bemerkung 2.3. Es ist hier x,y € H sowie (|yn])neN* 1 € H mit z = 1xy. Es ist insbesonders

() nen s () nen € 2

Beweis. Fiir jedes N € N gilt nach Gleichung (2.3)

Z Yk B(kt) Z Yk Z sin(2makt)

k<N k<N a=1

Zl Z sm;?rzkt) _ _% i ( Z yk> _ sin(izrnt)

Z sin 27mt) % i ( yk) _sin(27nt) .

n<N n=N+1 k<N
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Hieraus folgt die Behauptung, denn

‘Zyk) < i %‘(Z\yk’y]\f—)—mm-

n= N+1 k<N n=N+1 k|n
E|n
(I
Beispiel 2.1. y = ¢, x = 1 liefert Gleichung (2.3).
Beispiel 2.2. y = p, x = ¢ liefert im Sinne der L?(0,1)-Konvergenz
Z Lﬁ kt) = —— 51n(277t)
Beispiel 2.3. y, = —pu(n)log(n), z, = A(n) n € N, liefert im Sinne der L?(0, 1)-Konvergenz:
p(n log — A(n)
2.4 t) = ———=sin(27nt) .
(2.4 Z Yotnt) = 3 % singarn)

Hierbei ist die Mangoldt-Funktion folgendermassen definiert:

A(n) logp, n =p® eine Primzahlpotenz mit a € N,
n)=
0, sonst .

Die rechts stehende Sinusreihe in (2.4) wurde in der Arbeit [15] von Kunik und Lucht ausfiihr-
lich untersucht.

Beispiel 2.4. Fiir alle j,k € N gilt

1
; 2
JE
0

Jk

Diese L?(0, 1)-Skalarprodukte spielen eine Rolle im Beweis des Satzes von Franel-Landau zur
Charakterisierung der Riemannschen Hypothese, sieche Edwards [8, Chapter 12.2].

Beweis. Fiir n € N und fest gewéhlte Zahlen j, k € N definiere man

I Jj, jn 5 = k, kln )i, n=3 _ Jk, n=k
" 0, sonst’ e 0, sonst’ n = 0, sonst n = 0, sonst
Die zugehorigen Vektoren z = (Zn)nen, £ = (Tn)neN; ¥ = (Yn)neNs § = (Un)nen erfiillen die

Voraussetzungen von Satz 2.2 bzw. Satz 2.3. Es folgt aus Satz 2.3 mit der Orthogonalitétsre-
lation der Sinus-Funktionen:

. 1 1 J 1 & j-k
[ a0 = gatein= g 3 T =5n 3 B
0 m=1

n:1|

l\'l
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Beispiel 2.5. Wir definieren fiir alle natiirlichen Zahlen n und a die Ramanujan-Summen
n

= rika 2rka
=y Pmbas 3O ms< ! ),

1 k=1
(kn)=1 (k,n)=1

Eal
2

wobei ¢, () bei festem n € N eine n-periodische Folge ist. Definieren wir

(n) n fir n | a,
w(n) =
7 0 fir nta,

so erhédlt man aus 1 ¢, (a) = n, durch Faltung mit der M&biusschen Funktion die Beziehung

(2.5) cn(a) = (u*nq)(n),

woraus speziell ¢,(a) = p(n) fur (n,a) = 1 folgt. Allgemeiner findet man die als Holdersche
Relation bekannte geschlossene Darstellung

o (0 — 101/ (0. ) ()
M o ma)

Fiir einen auf (2.5) basierenden Beweis siche Knopfmacher [11, Chapter 7, Lemma 2.5]. De-
finiert man fiir n € N und ¢ € R die L?(0, 1)-Funktionen

-> (%) Bl
dn

so hat man speziell ¢ = —f, und Satz 2.3 liefert zusammen mit der Gleichung (2.5) fiir alle
qn die folgende Darstellung als Sinus-Fourier-Reihe mit den Ramanujan-Summen:

1

sin (2mwat) .

Die Funktionen g, beschreiben die Schwankungen in der Verteilung der gekiirzten Briiche
mit festem Nenner n, genauer ist fiir n > 2 und reelles ¢ € (0, 1) mit nt ¢ N durch g, (t)+teo(n
die Anzahl der Briiche % mit (k,n) =1 und 0 < % < t gegeben.

k
)

Lemma 2.1. Fir jedes n € N definieren wir die n x n-Matriz C(n) = (¢jk)jk=1,...n mit

G.k)?
Cijk = T jke{l,...,n}.

Definiere die multiplikative zahlentheoretische Funktion h : N — N gemdff h := I x |u|, wobei
I:N — N mit I(n) = n die Identitit ist. Dann ist die n x n-Matriz T(n) = (tjr(n));k=1,..n
mit

zu C'(n) invers.
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Beweis. Fiir j,k € {1,...,n} berechnen wir die Komponenten der Produktmatrix C'(n) - T'(n)
wie folgt:

n k n U(m) ' m
(2.6) ;cjs k() = 3 % R (;) .

= p(m) prs
k|m
Der Ausdruck
o a2, (T
dj,m = lZ(]7 S) 1% (g) - d(j,m),m

ist bzgl. m multiplikativ, d.h. fiir alle mi,my € N mit (mj,m2) =1 und alle j € N gilt
djmimy = djmydjmg »

da man der Reihe nach die Multiplikativitit von (7,.), (4,.)? sowie von (j,.)? * u bestitigt.
Fiir Primzahlpotenzen j = p®, m = p? erhalten wir

1 fiir =0,
dpo ps =4 (0P =P PP +p°1)  fir 1< <a,
0 fir 8> a.

Insgesamt folgt fiir alle j,m € N unter Verwendung der Teilbarkeitsfunktion ¢ in (2.1)
(2.7) djm = 9(m, j)p(m)h(m).
Einsetzen von (2.7) in (2.6) liefert unter Beachtung von Gleichung (2.2)
- ko my _ k
Cjs - tsp(n) = = /L(*):fdk:&k
521 J ( ) j Z: k j J J
klm,m|j
mit den Kronecker-Delta Eintrégen ¢;, der Einheitsmatrix. O

Bemerkung 2.4. Aus der Darstellung der ¢;;(n) erhdlt man auch fiir alle j, k € N:

A
- en(a)e ()
a1GH)

2
) T
Jim () = g D

Der eben bewiesene Hilfssatz gestattet auch eine einfache Darstellung fiir die beste L?(0, 1)-
Approximation einer L?(0,1)- Funktion f : (0,1) — C mittels 8(t), 8(2t),--- , B(nt):
Satz 2.4. Fir n € N betrachten wir mit 5;(t) := B(jt)
n
U, := {Za]ﬂj ra;€C,j=1,..,n}
j=1

als n-dimensionalen Unterhilbertraum von L?(0,1) bzw. U mit dem Standard-Skalarprodukt

1
(u,v) = / w(t)old) dt.
0
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Es bezeichne P, : L*(0,1) — U, die orthogonale Projektion auf U,. Berechnet man zu gege-
benem f € L*(0,1) mit den Matrizelementen tji(n) aus Lemma 2.1 die Koeffizienten

1 n
fin ::/f(t) 12) " tn(n)Be(t) | dt, j=1,..n,
0 k=1

n
so ist Pof = > finB;. Fir f € U, siehe Definition 2.2(i), gilt li_>m ||f — Pofl|-=0.

Beweis. Fiir alle v € U, folgt (P,f,v) = (f,v), da f — P,f zu U, orthogonal ist. Mit der
Unabhéngigkeit der Funktionen f; findet man eindeutig bestimmte Koeffizienten z; € C,
7 =1,...,n, so dass

Pof = wifh.
k=1

Bildet man hiervon unter Beachtung von Beispiel 2.4 fiir j = 1, ...,n die Skalarprodukte

(Pt By = (F.5) = =S VR

T 124~ jk
so ist dieses lineare Gleichungssystem nach Lemma 2.1 eindeutig fiir alle £ = 1,...,n durch
T = frn gelost. Aus Satz 2.3 folgt zudem, dass die Vereinigung aller aufsteigender Un-
terrdume U, dicht in U liegt, also gilt im Falle f € U: lim ||f — P,f||- =0. O
n—oo

Satz 2.5. Wir bilden zu einer Funktion f € U, siehe Definition 2.2(1), die Koeffizienten

1
fi ::/f(t) _QWZjM (il) sin (2ndt) | dt, je€N,
0

dlj

und definieren die Zahlenfolge (yj)jen € T gemdss yj = jfj. Ist dann (|y;|)jen * 1 € IH, so
gilt im Sinne der L*(0,1)-Konvergenz mit (3;(t) := B(jt):

F=Y_1iB;.
j=1

Beweis. Definiere fiir alle d € N:
1

Tq = —27rd/sin (2mdt) f(t) dt .
0
Aus der Definition der Koeflizienten f; bzw. y; erhalten wir direkt fiir alle j € N:

it =j IZH(?) Zq.

dlj

xk:Zyd-

dlk

Die Mobiussche Umkehrformel liefert
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Aus der Annahme (3 |y4|)keny € H und Satz 2.3 folgt die Behauptung. O
dlk

Bemerkung 2.5. Fiir die Aussage des Satzes 2.5 stellt sich die interessante Frage, ob die

folgende Abgeschlossenheitsbedingung fiir den Folgenraum H gilt:

(2.8) (Z Ya)nen € H V(Yn)nen € H.
dln

Mit (2.8) kénnte man in Satz 2.5 auf die Zusatzvoraussetzung (|y;|)jen * 1 € H verzichten.
Zudem sollte gekldrt werden, ob es sogar eine Konstante ¢ > 0 gibt mit ||y 1||sc < ¢||y]|g¢ fiir
alle y € H, siehe hierzu auch Satz 2.2.

3. HILBERTRAUM-FORMULIERUNG DER RIEMANNSCHEN HYPOTHESE

In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir mit Verwendung des Hilbertschen Folgen-
raumes J eine Variante der Charakterisierung der Riemannschen Hypothese nach Nyman
und Beurling, welche im Kern auf Béez-Duarte [1] zuriickgeht, siche dazu auch [4], [2]. Der
Zugang von Béez-Duarte wurde in der eleganten Arbeit von Bagchi [3] weiter vereinfacht
sowie beweistechnisch ausgebaut, worauf wir nun néher eingehen.

Wir definieren fiir j,n € N die Spaltenvektoren

|
—
—

(3.1) y=11 1| 7=

|
—

—
LW SN S~
—

S SN S =
| I—

[I—

mit den Komponenten

yn) =1, L(ﬂ)z%—L%J ., neN.

Offenbar gilt v, 7, € H fiir alle j € N, siehe Definition 2.1(ii).

Wir formulieren nun eine Hypothese, von der wir spéter zeigen werden, dass sie zur Riemann-
schen Hypothese dquivalent ist:

~v-Hypothese
7 gehort zu dem abgeschlossenen Unterraum von H, in dem die Linearkombinationen der
Vektoren 7, dicht liegen, d.h.

Ve>03,...,A\n €C: Hl*ZAﬁng{“'
j=1

Bemerkung 3.1. Man beachte, dass o2 der Nullvektor ist, der hier aus Griinden der Systematik
mit aufgefiithrt wird.

Lemma 3.1. Aus der v-Hypothese folgt bereits, dass die Linearkombinationen der Vektoren
Y mit j € N dicht in J liegen, d.h.

Ve e HVe>03\,..., N\ €C: Hx—z;)\ﬂng{<g‘
=
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Beweis. Es sei M der abgeschlossene Unterraum von L?(0, 1) bestehend aus allen Funktionen,
11

die auf jedem Teilintervall (m, 7) mit j € N konstant sind. Dabei werden Funktionen iden-
tifiziert, welche sich nur bis auf Nullmengen voneinander unterscheiden. Es ist M mit dem
Skalarprodukt von L2?(0,1) ein eigenstindiger Unterhilbertraum. Zu jedem f € M ist iiber
die isometrische Isomorphie © : L2(0,1) — L2((1,oo);g—”§) mit (©f)(x) := f(%) , x> 1,
vermoge der Einbettung aus Satz 2.1(ii) eine Zahlenfolge aus H definiert, so dass M und H
zueinander isometrisch isomorph sind, wenn man fiir 3 die Norm | - [3¢ = /@ wihlt. Wir
haben damit einen isometrischen Isomorphismus Oy : M — X, so dass insbesonders Oy

bijektiv ist mit

1O flac = I f]]-
Zu jedem x € (0,1) gibt es genau ein n € N mit
(3.2) n+1<l‘§ﬁ,
namlich n := L%J Ist m eine beliebige natiirliche Zahl mit x < %, so folgt hieraus m < n und
(3.3) L o m e ]
el +1 7 n+1 —n T ]

Nach den Ungleichungen (3.2) und (3.3) ist fiir jedes m € N der lineare Operator T, : M — M
mit

m'2f(mz), x€(0

Tm T — b )

(T f)(x) {& ze[L1)

wohldefiniert, und wegen
1/m 1

1
[ @[ do=m [ |smo)fds= [ |s0] a
0 0 0

auch normerhaltend:
(3.4) Tnfll- = Ifll- ¥meNYfeM.
Fiir jedes j € N sei g; € L?(0,1) gegeben mit

(3.5) g;(x) = =

213~

el ~) mit n € N und fiir alle j € N:

1 €<n.’n—&.—l>’ LlJ:LEJ sowie gj(m):?—L?J:W(n)-

jr = \j’ J jrt b
Wir erhalten fiir alle j € N:

(3.6) g9i €M, Ongi=1;-

Die charakteristische Funktion x (1) : R — R des Intervalles (0, 1),

1
T

1
jx

].

Es folgen fiir z € (

1, O0<z<l1
X(O’l)(x) - 0 sonst

diirfen wir auch als Funktion aus M interpretieren, wobei gilt

(3.7) On X(0,1) =7 -
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Fiir m,j € Nund z € (0,1) gilt nach (3.5)

o)~ 500 =51 Lz =5 ()~ )
1,1 1
= i lae) ~ s
also
(38) T, g-:m%<g. _19 )
' mdJj im ] m | -

Hierbei ist noch zu beachten, dass die Auswertung beider Gleichungsseiten in (3.8) an jeder
Stelle x mit % < z < 1 den Wert Null liefert. Es bezeichne nun X den Abschluss der linearen
Hiille aller Vektoren g; € M bzgl. der auf den Hilbertraum M eingeschrénkten Norm || - ||—
von L?(0,1). X ist Unterhilbertraum von M und folglich ©5;X Unterhilbertraum von 3. Wir
beachten nun (3.6) und (3.7). Es ist ©yX der Abschluss der linearen Hiille aller Vektoren
7= On g5, 7 € N, bzgl. der Norm | - |3 von H, da Oy isometrischer Isomorphismus ist.
Nach der Voraussetzung im zu beweisenden Lemma ist v = Oy x(0,1) € OnK, und folglich
X(0,1) € K. Wir zeigen:

(3.9) TpXCXK  VYmeN.

Hierzu sei f € K beliebig vorgegeben. Nach der Definition von X gibt es eine Funktionen-
folge (fn)neny mit f, € X Vn € N, so dass alle f;, Linearkombinationen der Funktionen g;,
j € N, sind und zudem nlLHgO [|f — full= = 0 gilt. Es ist X € M und folglich auch T,,f € M,
Tonfn € M, ¥Ym,n € N. Nach Gleichung (3.8) sind auch die Funktionen 7, f, Linearkombi-
nationen der g;, j € N, und nach Gleichung (3.4) erhalten wir im Funktionenraum M die
Beziehung

lim ([T f — Tonfoll- = lim [|T,(f — fo)ll- = lim [|f — ful|- =0,
n—oo n—oo n—oo

so dass auch T}, f € X folgt und die Inklusion (3.9) bewiesen ist. Mit x(g,;) € X ist nun fiir

alle m € N auch
1

T X(0,0) = M2 X0, 1) € XK.

Hieraus folgt fiir jedes m € N

(3.10) X(0. Ly — X(0. L = Xj_1_ 1 cX.
0,57) ( ) [ o)

"m+1 m—+417?

Die Linearkombinationen der Funktionen (3.10) liegen aber bereits dicht in M, also folgen
K =M und O,K = K, so dass H der Abschluss der linearen Hiille aller Vektoren 7; (j eN)

ist, und Lemma 3.1 folgt. O
Lemma 3.2. Aus der v-Hypothese folgt die Riemannsche Hypothese.
Beweis. Wir nehmen an, es gelte die y-Hypothese, aber nicht die Riemannsche Hypothese,

und miissen hieraus fiir den Nachweis des Lemmas einen Widerspruch ableiten: Es gibt ein
p € C mit 3 < Re(p) < 1 und {(p) = 0. Fiir alle j € N und 3 < Re(s) < 1 folgt mit g; € M
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aus Gleichung (3.5):

Tt —t T/t t\ at
(3.11) :/H dt—/ 12—
0 0
_ (1 ~ 1) ¢(s)
J 7 s
Andererseits ist aber auch
1
(3.12) /935_1 . (z)dx = ! Re(s) > L
. X(0,1) - 9"
0

Mit Hilfe des isometrischen Isomorphismus ©y : M — H und mit Hilfe der Gleichungen (3.6)
und (3.7) im Beweis von Lemma 3.1 ldsst sich die y-Hypothese in die dquivalente Aussage
tibersetzen, dass die charakteristische Funktion x(g 1) in der L?(0,1)-Norm beliebig genau
durch Linearkombinationen der Funktionen g;, j € N, approximierbar ist. Mit der bijektiven
Fourier-Mellin-Isometrie F_ : L2(0,1) — H? (Res > ) im Paley-Wiener-Theorem 4.2 und
mit G; € H?*(Res > 3),

ist dabei zum einen nach (3.11)
?_gj:Gj Vi eN,
und zum anderen nach (3.12)

ng(o,n = hy

mit h,(s) := 1 fiir Re(s) > %. Im ersten Falle wird neben Gleichung (3.11) noch analytische
Fortsetzung nach Re(s) > % verwendet. Aus dem Paley-Wiener-Theorem und der y-Hypothese
folgt endlich die Existenz einer Funktionenfolge (hy,)nen, wobei alle h,, Linearkombinationen
der Funktionen G; sind und zudem (h;,)nen in der Norm von H?*(Res > %) gegen h, konver-

giert. Es folgt dann aus G;(p) = 0 fiir alle j € N auch
hn(p) =0 Vn e N,

aber auch
Jim [|hy = hnl[g2 = 0.

Wird nun € > 0 klein genug gewé&hlt, insbesonders so klein, dass %—l—é‘ < Re(p) gilt, so folgt aus
dieser H2-Konvergenz bereits die gleichmiiflige Konvergenz der h,, gegen hs in der Halbebene

Re(s) > 1 + ¢, und somit der Widerspruch
1
— =hi(p) = lim h,(p) =0.

p n—oo

Die gleichméflige Konvergenz erhélt man hierbei aus dem allgemeinen Satz 4.4 im Anhang. [
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Im folgenden beweisen wir die schwierigere Umkehrung des Lemmas 3.2. Hierzu verwenden
wir analytische Hilfsmittel, welche im Anhang vorgestellt und zum grofiten Teil bewiesen
werden.

Angenommen, es gelte die Riemannsche Hypothese, die wir im Folgenden mit RH abkiirzen.
Betrachte das sternférmige Gebiet

1 1
Q, = {SEC\ Re(s) > 3 & s¢ (2,1]} )
Dann ist ((s) # 0 Vs € €., und folglich existiert eine eindeutige Logarithmusfunktion
L, : Q. — C, so dass gilt:
C(s)=e“)  vseq,,
Li(s) eR Vs> 1.

Fiir Re(s) > 1 hat £,(s) die folgende Darstellung mit 0 < % <1firallen>2:
= A(n) _
1 L.(s) = —n %,
(3.13) (5) Z:; g

Satz 3.1. FEs gelte RH.

(a) FEs seien % < o9 <1wundd >0 gegeben. Dann gibt es eine nur von og und § abhdngige
Konstante C' > 0, so dass

|Li(o+it)| < C - (log|t|
fir alle t € R mit [t| > e® und alle 0 mit op <o <1+ m gilt.

(b) Fir alle ¢ > %, d > 0 gibt es eine nur von og und § abhdngige Konstante D > 0, so
dass

)2—20+5

1
o) < P (14D’

fiir alle t € R und alle 0 > oq gilt.
Bemerkung 3.2. An dieser Stelle haben wir zwei beweistechnische Anmerkungen:

(i) Da L, holomorph und insbesonders stetig ist, geniigt der Nachweis von (a) fiir genii-
gend grofles |t| > tp mit einem ¢y > e(¢®). Dies ldsst sich dadurch erreichen, dass gef.
C vergroflert werden muss.
(ii) Die Voraussetzung oy < 1 ist eine wesentliche Einschréinkung im Teil (a). Wegen (3.13)
hat man dagegen fiir ¢ > 09 > 1 und ¢ € R die folgende gleichméflige Abschitzung:
= A(n)
|Lu(o +it)| < Z ]

ogn
n=2 g

n~7 <log((0o)-

Beweis. Es sei oBdA t > 0 mit t > tg > e(©®) gegeben. Wir wenden die Borel-Carathéodory-

Ungleichung Satz 4.6 auf £, und die beiden Kreislinien mit Mittelpunkt 2+ ¢t und den Radien
ri= % -n, R:= % — %77 an, wobei zunéchst 0 < n < % sei: Da die (-Funktion fiir Re(s) > %

hochstens polynomial wéchst, gilt
Re £, (w) = log|¢(w)| < A-logt

fiir alle w auf der Kreislinie |w — (2 + it)| = R mit einem A > 0 unabhéngig von ¢ und 7.
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Speziell fiir 2 := § +n+ it auf der kleinen Kreislinie |z — (2+it)| = r gilt mit RH und Satz 4.6
50

3— _
(3.14) }L*(z)‘ < — ‘L*(2+it)‘ + 317277.1410@5 < A’Mﬂ
2" 37 Re(z) — 5

was sogar fiir jedes z € C mit Re(z) > 3 und hinreichend grofiem Im(z) mit einer von 2

unabhingigen Konstanten A" > 1 gilt, da [£.(2)| in der Halbebene Re(z) > 2 gleichmissig
exponentiell schnell fiir Re(z) — oo abklingt. Wir fixieren nun 7 und definieren

1 1 1

— = < —.
o1 loglogt 2

(3.15) o1 :=loglogt > 2, 7=

Nun wenden wir den Hadamardschen Drei-Kreise-Satz 4.5 auf die Kreislinien Ky, Ko, K3 mit
Mittelpunkt o1 + it und den Radien
1
n=o1—1l-n, m=0-0, rs=0-5-1
an, wobei 0 < r; < r3 und
1

or—r1>1, 01—T3>§

gilt und zudem o so zu wihlen ist, dass auch noch r; < ro < r3 erfiillt ist:

1 1 1
2+loglogt 2+77 7 0

+ loglogt "
Mit M; := ?éz}g]( ’L*(2)| und « :=log <:—i> / log (:—i’) folgt

(3.16) My < M;~“M§.

Wir haben 0 < 01 —7r; < % fir j = 1, 2, 3, wihrend o; = loglogt fiir ¢ — oo unbegrenzt
anwéchst. Nun folgt mit Hilfe der fiir z > 0 giiltigen Abschétzung 7 < log(1+z) < z:

r re — 1 3= re — 1
log(—g)zlog(l—i- 3 1)2 = LANRES,
r1 T = T3
log(rﬁ) zlog(l—l-m_m) < 7“2—7“1’
r1 1 1
agm_rl. "3 :Tz_rl.(1_|_i)
T1 rs —T1 ry —nr 27‘1
=r3/r1
Mit 2270 = 2(1 — 0) + gy folgt
K
3.17 <2-(1-—
( ) as2:( 0)+loglogt

fiir eine absolute Konstante x > 0. Zudem gilt fiir eine von ¢ unabhéingige Konstante A” > A’
wegen Ungleichung (3.14) und r3 < loglogt

/ /

A A
(3.18) Ms < ?log(t +loglogt) < ?<logt +

logl A"
og ogt> <2 logt,
n
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und wegen A” > A’ > 1:

2 Ak), ZA(R) 1
M; < ’ z—iy :
L= e jg:1ogk: = Lalogk Kl
yeR k=2 =
(3.19) o
— 1 /’dw 1A

Unter Beachtung von (logt) Tglog? = ¢ und mit n = (loglogt)~! in (3.15) kénnen wir end-
lich mit Hilfe der Ungleichungen (3.16), (3.17), (3.18) und (3.19) die folgende Abschitzung
durchfiihren:

NG " o "
|Lu(o +it)| < My < (i) : (A— logt) = A (logt)*

< C -loglogt - (logt)?~%

>1

mit einer absoluten Konstanten C' > 0. ,
Beweis der Teilaussage (a): Wihle tg > e(¢”) so groff, dass zum einen

1 1

S <
2 + loglog ty 70>

und zum anderen

logloglog ¢ loglog

(3.21) <4, loglogt<e

loglogt
fiir alle t > to wird. Letzteres ist moglich, da die linke Seite von (3.21) fiir ¢ — oo gegen Null
konvergiert. Fiir alle ¢ > ¢y ist dann auch

(3.22) L, .
' 2 loglogt o0
Fiir jedes t > tg und jedes o mit o9 < o <1+ m gilt nach den Ungleichungen (3.20) bis

(3.22):
|Li(o£it)] = |Lu(o +it)| < C-eloslo8t . (logt)?~20
— C« . (log t)2—2cr+6 ]

[e.e]
Beweis der Teilaussage (b): Fiir o > 1+m und |a,| < 1 fiir allen € Nist ngl —otw = O(loglogt).
Es sei daher oBdA 1 <op <o <1+ m. Nach (a) gibt es fiir §' := 09 — 5 ein C' > 0, so
dass fiir alle ¢ > e gilt:
|L.(0 £ it)| < Clogt)>727H < C- (log )2~
Es ist % — 0 < 1, und somit
‘log |C(aiit)|‘ =|ReL,(o £ it)| <§-logt <log ((t+ 1)5) ,

wenn t > t1(09,0) > €° zu gegebenem op, 6 > 0 geniigend grofl gew#hlt wird. Damit ist auch
(b) gezeigt, und wir erhalten noch zusitzlich:
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Lemma 3.3. Es gelte RH. Dann g¢ibt es fir alle g > %, 0 > 0 eine nur von oy und §
abhingige Konstante D' > 0, so dass
|C(o+it)| <D'- |t
fiir alle t € R mit [t| > 1 und alle o > oq gilt.
O

Bemerkung 3.3. Eine Einschrinkung der Art |¢| > 1 ist hier nétig, da die ¢(-Funktion an der
Stelle 1 einen Pol hat.

Satz 3.2. FEs gelte RH.

(a) Es gibt eine absolute Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle s € C mit |s| > 2 und Re(s) >
sowie fiir 0 <e <1 gilt:

D=

<ec- ‘8‘5/2

’C@
C(s+¢)

(b) Zu jedem & > 0 gibt es eine Konstante d. > 0, so dass fiir alle s € C mit Re(s) >
und |s| > 2 gilt:

D=

[C(s)] < de - [s].

Bemerkung 3.4. (b) ist eine scharfe Formulierung der Lindelofschen Hypothese, die sich somit
aus der Riemannschen Hypothese ergibt. Die Teilaussage (b) ist zudem eine einfache Folge
aus der Teilaussage (a) und dem vorigen Lemma 3.3: Hierzu sei 0 < ¢ < 1, was keine Ein-
schréinkung fiir (b) darstellt, und s € C mit |s| > 2 sowie Re(s) > 3 beliebig gegeben, oBdA
sei noch !Im(s)‘ > 1. Dann folgt aus Satz 3.2(a):

G| < e [¢s+e)]-[sI/2,
und aus Lemma 3.3 mit oo := § +& > 3, § := § > 0 fiir eine Konstante D.:
}C(5)| <c-D.- |Im(s)‘6/2 . ]8[8/2 <c-D.-|s|F.
Es geniigt also ein Beweis der Teilaussage (a):

Beweis. Betrachte die ganze Funktion

(3.23) £(s) = 8(82_ l)ﬂ—%r(g)qs)

mit der Funktionalgleichung
E(s)=¢&(1—s) Vs e C
und der Hadamardschen Produktzerlegung
1 .. S
=g I (7)) wee

p:¢(p)=0

0<Re(p)<1

[Im(p)|<T
bei der die Nullstellen gemé&f ihrer Vielfachheit gezdhlt werden. Lasst man im Produkt stets
die Faktoren (1—2) und (1—1;) zusammen, so wird das Produkt sogar unbedingt konvergent,

und wir schreiben dann kurz )
/ S
— 1_,)
=511 (12
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mit

(3.24) ()| = %H' Vs e C
P

p

(siehe die Lehrbiicher von Edwards [8, Chapter 2] oder fiir eine allgemeinere Argumentation
von Lorenz [17, Kapitel XII, § 3]). Gleichungen (3.23) und (3.24) gelten in ganz C. Unter der

Annahme von RH folgt aus (3.24):
1
,  Re(s) > 5 €> 0,

dennmitpz%%—iﬁ,z?zIrn(p),S:U—i—z’t,aZ%undte]Rwird

(3.25) E(s+ )| > |&(s)

s—i—g‘: ‘%—i—z’ﬁ—a—it—s‘ _ \/(U—%+€)2+(19—t)2

-
p ol ol
1\2 2
o—35) + (Ut
VA Vi ol )
ol p
Fiir alle s € C mit [s| > 2 und Re(s) > 3 folgt somit aus (3.23) und (3.25):
. —1)| T r(ste
((s+e¢) s(s —1) I'(3) I'(3)

fiir eine absolute Konstante cp >0und 0 < ¢ < 1. Fir 0 < a < w definieren wir das
Winkelfeld K, := {re’?|r > 0, ¢ € (—a,a)}. Dann gilt fiir alle z € K, die Stirlingsche
Formel

1 Tt—|t] -1
['(z) = exp (Z—2>1ogz—z+log\/%—/ztit2dt

mit der folgenden Abschitzung des Korrekturintegrals im Exponenten,
1

(3.27) ‘/t_“ 2 g ‘< a 1

z+t 8sina |z

fir alle z € K,, (siche Remmert [19, Kapitel 2, § 4.2]). Hierbei ist wie bisher log der

™

Hauptzweig des Logarithmus Speziell fiir a := 7 ist K= die Halbebene Re(z) > 0, in der
sicher #£ sowie § liegen. Es ist nach (3.27):

t— |t z
[l
s+s+t 8|42r€‘

— [t
’0/t 2:75 th‘—m

Schlieflich beachten wir noch, dass fiir ﬁ < 1 und Re(s) > 1 gilt:

o (4 = o () 11+ 5.

und ebenso
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Aus den letzten drei Beziehungen und der Stirlingschen Formel folgt mit zwei absoluten
£

Konstanten cy, c3 > 0 unter Beachtung von | log(1 + %)’ < &

= s

INE= _ . 5+5—110 (s+€> 5—110 (s)
C . X p— —
O A 2 %\2
(3.28)
< e ‘o (5) 5|5
c3-|exp|= —)ll=c-|z]" .
S e P 157085 3715
Die Teilaussage (a) des Satzes ergibt nun sofort aus (3.26) und (3.28). O

Der folgende Satz geht, wenn auch nicht in dieser konkreten Form, auf Littlewood zuriick:

Satz 3.3. Es gelte die Riemannsche Hypothese (RH), und es seien Zahlen oo, § gegeben mit
% < o9 <1undd > 0. Dann ¢ibt es eine nur von oy und § abhingige Konstante d > 0, so
dass fiir alle x > 1, alle 0 > og sowie fiir alle t € R mit s := o + it gilt:

‘Z“ ‘<d +|t|

n<x

Beweis. Es sei oBdA z = N+% mit N € N. In Satz 4.7 setzen wir ¢, := u(n), o, :=4, b:= 2,

¢(y) = 1 fur y > 1, und erhalten dort fiir a := 1 die Existenz einer absoluten Konstanten
£ > 0 mit
)| _ ¢(x) B
2 <
(3:29) Z C(2k) — k-1

fiir alle k mit 1 < k < 4. Fiir jedes T' > 0 folgt dann aus Satz 4.7 mit einer absoluten, von x,
s und 7" unabhéngigen Konstanten d; > 0:

24T . ) .
x¥ T
o dwl < dy - 2= = < 2.
2m / c( wjsdi-, 5 <Rels) s

s+w) w

(3.30)

Fir s = 0 4+ it sei nun o9 < o < 2 bei gegebenem o € (%, 1], t € R, wobei die Bedingung
o < 2 keine wesentliche Einschrinkung fiir den Beweis des Satzes bedeutet. Fiir jedes n < 0
mit o +1n > % folgt nun aus RH und dem Residuensatz, angewendet auf das Rechteck zu dem
einfach geschlossenen Kantenweg [n—iT, 2—iT|®[2—iT, 2+iT|®[2+iT, n+iT| D [n+iT, n—iT)
und den Integranden C(S-li-w) -L- (die Integration bzgl. w mit Re(s+w) > 3 liefert im Rechteck
nur bei w = 0 einen Pol, dieser ist einfach und hat das Residuum ﬁ)

24T w i
1 1 L+ 1+ I
(3.31) ,/x-w: T L
2mi C(s+w) w  ((s) 2mi
2—iT

mit den drei Integralen

n+iT 2+4T

n—iT

x¥ dw ¥ dw ¥ dw

0 h= [ i B | g b /c<+w>w
2—1

n—iT n+iT



CHARAKTERISIERUNG DER RIEMANNSCHEN HYPOTHESE

Wir setzen nun

(3.33) n:i= —é(ao - %) . T :=a3,
und wéhlen eine beliebige Zahl §p > 0 mit
(3.34) Jo < min (5, ! <00 - 1)) .
6 2
Dann gibt es eine nur von g und § abhéngige Konstante dy > 0 mit
‘((si—w)‘ <dsg- (1 + |Im(s—|—w)|)60

fiir alle komplexen Zahlen s, w mit Re(s + w) >
granden von I, I, I3 sind die beiden Bedingungen

Uo-i-%
2

O'(]"’%
2 M

Re(s +w) > o +n >
\Im(s+w)‘ < It| 428
erfiillt, dabei gilt |Z—| < - fiir I3, I3 mit
]
1 1 1+t —|—l‘3 0
|2 + |I3] < 2ds <2+ 5(00 _ 2))(||:E)

b}
9 (L4t])” + a3
Sde' )
2 T

(3.35)

23

> 3, siehe Satz 3.1(b). In den Inte-

da aus o9 < 1 insbesonders Jy < % < 1 folgt, und in diesem Fall fiir alle a,b > 0 die

Ungleichung (a + b)% < a% + b% gilt.

Fiir I; erhalten wir mit der Parametrisierung w = () := n + i, —23 < 9 < 23

I3
0
Ilziwn/ ’ : . dﬁ.
3((0+77+z(t—|—19)) n + i

mit der Abschéitzung

3

dd
1 < dy- (14 ) + %) a7 /

Vo

<ds- ((1 + [t])% + 3736()) . x*%(‘m*%) -logx

(3.36)

3

mit einer nur von g und § abhéngigen Konstanten d3 > 0. Fiir das Residuum

1

¢(s)

in Gleichung

(3.31) gibt es nach Satz 3.1(b) noch eine nur von oy und 0 abhingige Konstante ds > 0 mit

(3.37) ‘ <dg- (14 1t])°,

1
KO
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wobei wir an s = ¢ + it mit o > 09, t € R, erinnern, d.h. (3.37) gilt gleichméfig in ¢ und t.
Aus (3.30), (3.31), (3.33), (3.34), (3.35), (3.36) und (3.37) folgt

n
::a(+i)t = an,5<(1 + ‘t‘)(S)
n<x

gleichméfig in x > 1, 0 > 0¢ und t € R, womit Satz 3.3 gezeigt ist. O

[ee]
Bemerkung 3.5. Da die Reihe )’ % fiir Re(s) > 1 gegen ﬁ konvergiert, folgt aus dem
n=1
Satz 3.3 mit RH und dem Satz 4.8 von Vitali die kompakte (und insbesonders die punkt-
weise) Konvergenz dieser Reihe gegen ﬁ bereits fiir Re(s) > 1. Da die drei Integrale in
Gleichung (3.32) im Beweis von Satz 3.3 fiir z — oo gegen 0 konvergieren, haben wir die
Konvergenz der oben stehenden Reihe unter Annahme von RH sogar ohne Verwendung des
Satzes von Vitali fiir Re(s) > 3 gezeigt.

Wir erinnern nun wieder an den Hilbertraum H in Definiton 2.1(ii) und die speziellen peri-
odischen Folgen v, v; € H aus (3.1), dort als unendliche Spaltenvektoren geschrieben.

Satz 3.4. Die folgenden Behauptungen sind dquivalent:

() RH,
(ii) v gehort zum H-Abschluss der linearen Hiille der SETIVAS N,
(iii) Die lineare Hiille der SETIVAS N, liegt dicht in I .

Bemerkung 3.6. Die lineare Hiille der Teilmenge X eines Vektorraumes V ist die Menge aller
endlichen Linearkombinationen mit Vektoren aus X in V', die wir kurz mit LH (X ') bezeichnen.
Die Kombinationskoeffizienten werden i.a. als komplex vorausgesetzt und V' somit als ein C-
Vektorraum.

Beweis. Es bleibt nur noch ,,(i) = (ii)“ zu zeigen, da die Aquivalenz von (ii) und (iii) sofort

aus Lemma 3.1 folgt und die Implikation ,,(ii) = (i)* schon in Lemma 3.2 gezeigt worden ist.

Die Behauptung (ii) haben wir am Beginn von Abschnitt 3 ,y-Hypothese“ genannt. Es gelte

RH, und wir miissen nur noch die y-Hypothese aus RH herleiten: Mit dem Unterraum M

von (L?(0,1),]| - ||-) aller Funktionen f : (0,1) — C, die fiir alle j € N auf dem Teilintervall
1

T %) konstant sind, und mit dem isometrischen Isomorphismus Oy : M — (f}C, | - |g{) im
Beweis von Lemma 3.1 haben wir bereits die y-Hypothese in die dquivalente Behauptung
iibersetzt, dass die linearen Kombinationen der g; € L?(0,1),j € N, die charakteristische
Funktion x g 1) beliebig genau in der Norm ||-||— von L?(0, 1) approximieren, siche (3.5), (3.6)
und (3.7) im Beweis von Lemma 3.1. Mit dem Paley-Wiener-Theorem 4.2 und den Gleichungen
(3.11), (3.12) im Beweis von Lemma 3.2 wiederum koénnen wir die letzte Behauptung in

die folgende zur y-Hypothese &quivalente Form iibersetzen: Die Linearkombinationen der
G; € H*(Res > 1) mit

C(s) 1 1 , 1
3.38 G ::—(f——), N, Re(s) > =,
(3.38) ()= (G- %) deN. Rew) 2
approximieren in der Norm || - || g2 beliebig genau die Funktion h, € H?(Res > 3) mit
1 1
h«(s):=—, Re(s) >

S 2"
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Diese Behauptung leiten wir nun aus RH ab: Gegeben sei € mit 0 < € < i. Definiere fiir jedes
N € N die Funktion Hy. € LH({G;|j € N}) C H*(Res > ) mit

Re(s) >

N | —

N

(3.39) Hy.(s) : Z

Obwohl die H?-Funktionen in (3.38) bis (3.39) eigentlich nur fiir Re(s) > 5 erklirt sind, lassen
(

sie sich analytisch nach Re(s) > % fortsetzen (mit denselben Bezeichnungsweisen), wovon wir
Gebrauch machen. Beachten wir nun fiir Re(s) > 1

)

so folgt nach Bemerkung 3.5 zu Satz 3.3:

(3.40) lim Hye(s) = H:(s), Re(s)>

N—oo

N | =

wobei die Konvergenz sogar kompakt ist. Dabei definieren wir fiir Re(s) > %:

¢(s) < 1 1 )
H = — .
=g T
Nach Satz 3.2(b) (Lindel6fsche Hypothese) gibt es eine Konstante ¢; > 0 mit

(3.41) ()] < e |s]®

fiir alle s € C mit Re(s) > 1 und |s| > 2, und nach Littlewoods Satz 3.3 eine nur von ¢

abhéngige Konstante co > 0, so dass fiir alle N € N und alle s € C mit Re(s) > % gilt:

<cy- (1 + |Im(s)‘)1/8.

(3.42) ‘Z = +€ - nfzz

n=1
Indem man die Konstante ¢; in (3.41) ggf. vergroBert, sieht man, dass (3.41) auch auf der

gesamten kritischen Geraden Re(s) = 3 giiltig ist, dort ohne die Einschrankung |s| > 2. Dann
folgt aus (3.41) und (3.42) fiir Re(s) = 4 unabhéngig von n € N

—_a—

(3.43) ’Hn =(s)

mit einer hochstens von e abhingigen Konstanten c3 > 0. Es sei f, : R — C eine Folge

messbarer Funktionen, fiir die |f,|?> < g mit einer Lebesgue-integrierbaren Majorante g fiir

alle n € N gelte und der punktweise Limes li_)m fn(t) = f(t) fiir fast alle t € R existiert. Dann
n—oo

ist nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz neben den f,, auch f eine L2-Funktion mit

nlgngo/|fn ) dt = /|f |dt<7 )dt < oo,

Hieraus folgt mit
’fn_ﬂQS ’fn|2+2"fn|'|f|+|f|2§4g
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und li_}rn fn(t) = f(t) fiir fast alle t € R durch abermalige Anwendung des Lebesgueschen

Konvergenzsatzes auch die Konvergenz der f, gegen f in der L?-Norm:

[e.e]
. 2
lim / | fn(t) —f(t)‘ dt =0.
n—o0
—00
Also konvergiert auch die Funktionenfolge (Hj ¢)nen auf der kritischen Geraden Re(s) = %
in der L2-Norm gegen H., siche (3.40) und (3.43). Jedes F € H*(Res > 1) hat eine (fast
iiberall eindeutig bestimmte) L?-Randfunktion Fi : % + iR — C mit
2

lim/‘F(a—l—it)—PH(—i—it) dt =0
Ui%—oo 2\2
und
oS ) 5
HFHZ?—isup /|F(a+it)\2dt—1/‘F1<1+it) dt
H=2 — - = )
27ro'>%_oo 27T_Oo 2 2

siehe die Bemerkung 4.2 im Anhang. Es folgt
(3.44) lim ||Hye:— H:||g2=0.

N—o0
Da Hy. € LH({G;|j € N}) fiir alle N € Nist, liegt H. im H?-Abschluss von LH ({G; | j € N}).
Die (-Funktion hat bei s = 1 einen (einfachen) Pol, und folglich gilt fiir Re(s) > 3:
. 1
il_r% H_.(s) = hy(s) = .
0<a<%
Um die Konvergenz von H, gegen h, nicht nur punktweise, sondern auch in der H2-Norm zu
zeigen, miissen wir wieder auf der kritischen Geraden eine von € unabhingige Lebesguesche
Majorante fiir |H,|? finden. Fiir 0 < ¢ < 1 und Re(s) = 3 gilt aber nach Satz 3.2(a) und (b)
mit einer absoluten Konstanten ¢4 > 0:
|8|1/8 4

(3.45) |Ho(s)| < e4 o ch

Die rechte Seite von (3.45) ist tiber die kritische Gerade quadratisch integrierbar, und nach
demselben allgemeinen Argument wie zuvor folgt mit dem Lebesgueschen Konvergenzsatz
sogar
lim ||H: — hy||g2 =0.
e—0
O<€<i

Mit den H. liegt also auch h, im H?-Abschluss von LH ({G; | j € N}), was zu zeigen war. [

Im Hilbertraum H fithren wir neben den (nicht normierten) Vektoren

1 0 0
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die die Matrix E = (0;1);ken bilden, noch folgendes System von Vektoren ein:

1 1 1
1 2 2
1 1 3

di=|1|,d=[2],d5=]1],

R Y e Y A B
1 2 3

Die Spalten bilden eine Matrix
D = (djk)jken
. J . .
dj. = j = k[ ]+ k9, ) = di(j)

mit der Teilbarkeitsfunktion ) in Gleichung (2.1). In (3.46) ist j € N der Zeilenindex und k € N
der Spaltenindex. Schliefilich kénnen wir mit Hilfe der Spaltenvektoren a ;, mit a(j) := 9(k, j)
bzw. v, in (3.1), k € N, die Vektoren d; noch folgendermaBen schreiben:

(3.46)

dk:k'(lk+gk)v keN.

Mit LH (D) bezeichnen wir die lineare Hiille der Spaltenvektoren d; in 3, also
LH(D) := LH ({d;| k € N}).

Folgerung 3.1. Die folgenden Behauptungen sind dquivalent:

G) RH
(ii) e; gehort zum H-Abschluss von LH (D),
(iii) LH(D) liegt dicht in K.

Beweis. Wir definieren den Shift-Operator Sh : H — H mit

I 0
xI9 I
Shilas | = | 2y
Sh ist linear, stetig und injektiv mit
1
(3.47) gllalloc < |[Sh(@)| | < llzllsc
Fiir k € N setze @k =d; —d, also
0 0 0
0 1 1
0 0 2
i -lol, a=|1], a,=|o].
S O IR VN A
0 1 2
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sowie fiir alle £ € N:

jSH

(3.48) k:k'Sh(lk)a dy—eqy=Sh(y).

»(1) = (ii)“: Es gelte RH. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es nach Satz 3.4 Zahlen ¢;,...,¢c, € C
mit

=X ean], <

Betrachte den Vektor

(3.49) E:dl_z%ék —€1-

m1t||r||g}f<H7 chfka <e.Dad, =d, —d, € LH(D) gilt, lisst sich nach (3.49) der

Vektor e beheblg genau mit Vektoren aus LH (D) approximieren.
»(i1) = (1)“: Nun gelte (ii), und € > 0 sei beliebig gegeben. Dann existieren Koeffizienten
AL, ..., Ay € C, so dass gilt:

n
(3.50) Hgl = )\kdk‘ \H <e.
k=1
Speziell fiir die erste Komponente folgt aus der Abschétzung (3.50):
n
1= <.
k=1
Es gilt nach den Gleichungen (3.48):

(351 sh(y+ Y mna,) = [1- Sy - e - 3]
k=1 k=1

k=1

Mit Hilfe von (3.47) erhalten wir aus (3.51):

<2. HSh 7+mek)
H

o (1) <

n
Hw DL \ < 2e]ldylloc + 22
k=1 H

Hieraus folgt die y-Hypothese, d.h. RH. Wir haben die Aquivalenz von (i) und (ii) gezeigt.
Da die Implikation ,,(iii) = (ii)* trivial ist, geniigt es, mit Hilfe der Hypothesen (i) und (ii),
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die wir nun annehmen, (iii) zu folgern: Es seien

I

T2

T= | g eXH

sowie £ > 0 gegeben. Nach (ii) gibt es Konstanten Aj,..., A, € C mit

n
H§1 72)"“%“9{ <&
k=1

und mit z — z1e; = Sh(y) fiir
X2
x3

nach Satz 3.4 Koeflizienten uy, ..., un € C, so dass

m
o=y <=
k=1

Schliefllich definieren wir z € LH (D) mit
z = gl + §2 I

wobei

k=1
Es folgt dann mit z = z1e; + Sh(y):

e 2lly = lleres — 21+ Sh(w) — 23|y < [lares — 2l + [19A(0) 2,

<e- x|+ HSh(y— Em:“’”k)
k=1

m
el Y,
H k=1

< (1+x]) - €.
Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, liegt x im H-Abschluss von LH (D). Es war z € H
beliebig, womit der Satz gezeigt ist. U

Bemerkung 3.7. Es bezeichne Hp den H-Abschluss von LH (D). Ist f : N — C eine beliebige
zahlentheoretische Funktion aus I, so ist durch (C;f)(n) = f (L%_ID ein stetiger und

injektiver Operator Cj : H — H definiert, der die Komponenten von f der Reihe nach j-fach
kopiert. Dann folgt C;d;, = %(djk —d;) +dy € LH(D) fiir alle j,k € N, so dass Cj fiir jedes
7 € N den Teilraum Hp wieder in Hp abbildet. Diese Invarianz des Raumes Hp entspricht
genau der Invarianzbeziehung (3.9) des Raumes X im Beweis von Lemma 3.1.



30 MATTHIAS KUNIK
4. ANHANG: FUNKTIONENTHEORETISCHE GRUNDLAGEN

4.1. Hardy-Hilbertrdume in einer Halbebene.
Aus dem Lehrbuch von Rudin [20, Chapter 19] entnehmen wir:

Satz 4.1. Paley-Wiener Theorem, Version 1

Es sei f = f(x +1iy) in der oberen Halbebene H' := {z +iy|x € R & y > 0} holomorph mit
f € H>(H") (Hardy-Raum), d.h.

(4.1) C’:—— sup /|f1:—|—ly)| dxr < 00.
27 0<y<oo .

Dann ezistiert ein f € L*(0,00) mit

(4.2) f(z)= [ f)edt, zeH*

und C= /\ (t)*dt.

f ist (fast iiberall) eindeutig bestimmt, und definiert man umgekehrt zu gegebenem f € L%(0,00)
die Funktion f(z) durch (4.2), so ist f wohldefiniert mit f € H*(HT).

Bemerkung 4.1. Die Beziehung (4.2) liefert somit einen isometrischen Isomorphismus zwi-
schen den Réumen L?(0,00) und H?(HT), wobei 1l 2ty = v/C mit der Konstanten C' in
(4.1) die Norm der Funktion f € H2(H") ist. Eine weitere Variante dieses Theorems ist:

Satz 4.2. Paley-Wiener Theorem, Version 2

Der Hardy-Raum H? (Re 5> %) besteht aus allen holomorphen Funktionen h in der Halbebene
Re(s) > 1 mit der Norm

[e.o]
1
Wl = {5 sup [ Ihlo +infde | <o
7Ta>l

Dann ist die Fourier-Mellin-Transformierte F_ : L*(0,1) — H? (Res > %) mit
1
T (1)) = [« fla)da
0

ein wohldefinierter isometrischer Isomorphismus zwischen L?(0,1) und H? (Re s> %) mat der
folgenden Norm des Raumes L?(0,1):

1
1]l = /|f<x>|2dx
0

2
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Beweis. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist
1 2 1 1
[l ts@lds| < [0 2 a0 [ 1) s
0 0 0
endlich fiir Re(s) > 1. Definiere zu f € L*(0,1) die L?(0, o0)-Funktion f mit

i

(4.3) f@)y=ez-f(e?) t>0,
und zu s € C mit Re(s) > 1 die Zahl z = i(s — 3) € HT. Durch (4.3) ist ein isometrischer

Isomorphismus zwischen den Funktionen f € L2(0,1) und den L(0, oo)-Funktionen f gegeben
(Substitution x = ™), und wir erhalten

oo 1 1 1
o d ,
/f(t)e”z dt = /eréf(:J;)a:”x = /xélzf(a:) dx = /x31f(a;) dx
T
0 0 0 0
Aus der ersten Version des Paley-Wiener Theorems folgt die Behauptung. O

Satz 4.3. Paley-Wiener Theorem, Version 3
Die (rechtsseitige) Foum'er—Mellm—Tmnsformierte Fp o L*((1,00); %) — H?(Res > 1) mit

2
Fi(g f —5=lg(x) dx ist ein wohldefinierter isometrischer Isomorphismus zwischen
1
L? ( ) i—g) und H?(Re s > ) mit der folgenden Norm des Raumes L? ((1,0); d“”)
00 1/2
lg(x)?
gll+ =
Beuweis. Setze f(z) := g(2) fiir 0 < z < 1 und verwende Satz 4.2. O
Satz 4.4.
(a) Es sei F € H?(Res > 3). Dann gilt
[LE |2 )
F(s)| < ——————— fiir Re(s) > —=.
PO S i firRe(s) > 5

(b) Die Funktionenfolge h,, € H*(Res > %) konvergiere bzgl. der H?-Norm gegen h. Dann

konvergiert (hy)nen fiir jedes € > 0 in der abgeschlossenen Halbebene Re(s) > % +e
auch gleichmdf$ig gegen h.

Beweis. Da (b) eine unmittelbare Folge der allgemeinen Abschétzung aus (a) ist, muss nur
noch (a) gezeigt werden: Nach dem Paley-Wiener-Theorem 4.2 gibt es ein f; € L?(0,1) mit

9

N | —

(4.4) F(s) = /xs_l - fi(z) dx, Re(s) >

0

(4.5) 1 Fl[ g2 = [[f1]]--
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Definiere fa : (0,00) — C geméf
(4.6) folt):=e 2 fi(e7h),  t>0.

Dann folgt mittels der Substitution x = e~* einerseits

00 1

2 2

(4.7 [0 @t = [1a@] o= 14]E.

0 0
und andererseits fiir Re(s) > 3 aus Gleichung (4.4):
(4.8) F(s) = / e D (e et dt = / “tfi(et) dt = / fo(t) - e 16172 gt .

0

Mit der Parsevalschen Formel fiir L?(R)-Funktionen, die fiir nicht positives Argument ver-

schwinden, folgt aus (4.8) fiir Re(s) > 1:

(4.9) F(s) dé ;

\/ﬁ / 5— Zf -5
wobei f» die Fourier-Transformierte von f ist und im Sinne der L?(R)-Konvergenz gilt:
poey 1 7 —ite

7)== [ pale e,
0
Aus den Gleichungen (4.5) und (4.7) folgt:
(4.10) Ao ey = [ 17200 dt = |IFIfe.
0

Die Anwendung der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung auf (4.9) liefert endlich unter Beach-
tung von (4.10), wenn wir noch o := Re(s) > 5 sowie ¥ := Im(s) setzen:

o _NFI T 3 _IFIR
S e e A s

—00

0

Bemerkung 4.2. Nach dem Paley-Wiener-Theorem hat jedes F € H?(Res > %) gemif den
Gleichungen (4.6) und (4.8) im Beweis von Satz 4.4 mit einer L?(0, co)-Funktion f, die Dar-
stellung

F(s) = \/12? / V27 fo(9)e P02 e~ gy
0

wobei s = ¢ + it mit ¢ > % und ¢ € R sei. Dies entspricht genau der Gleichung (4.8) im

Beweis von Lemma 4.4. Da die L2-Norm nach dem Parsevalschen Theorem unter der Fourier-
Transformation unverdndert bleibt, gilt fiir die folgende L?-Randfunktion F: : %—k iR — C
2
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im Sinne der L?(0, co)-Konvergenz des Integrals

F( +zt /f2 )e Ut d = v/2m fot)

zum einen die Beziehung

||FH§{2:75UP / |F 0'—1—275’ dt—sup /‘fz 2 e~ 29(0=3) g9

2 1 yi 1
[t [ oG o)
0 —o0

dt = hm/ | fa(9)|” - (1 - e*W*%))Q di =0.

dt,

und zum anderen

hm/’ (o +it) F1( —l—zt)
21 5 1

In der Theorie der Hardy-Réume wird auch noch gezeigt, dass die L?-Randfunktion F: ei-
2

ner H2-Funktion F sich punktweise fast iiberall als nicht tangentialer Limes von F durch
Grenziibergang zum Rand ergibt, doch haben wir hiervon keinen Gebrauch gemacht. Fiir ein
allgemeines Studium der Hardy-Réume verweisen wir auf die Lehrbiicher von Garnett [9],
Hoffman [10] und Koosis[12].

4.2. Der Hadamardsche Dreikreisesatz.

Satz 4.5. FEs sei 0 < ry < ro < rg und f : Q@ — C holomorph auf dem offenen Kreisring
QC Cmit Q:={z¢€ C|r < |z|] < r3}. Es moge f eine holomorphe Fortsetzung tiber
Q = {2z € C|r; < |z| < r3} hinaus haben, welche wir ebenfalls mit f bezeichnen. Ist dann
M; = max |f(2)| fir j =1, 2, 3, dann gilt

|2l=r;

log :—i’ log % log %
My, ™ <M, M, ",

wobei 0% := 0 fiir « > 0 vereinbart sei.

Beweis. Definiere die geschlitzten Kreisringe
Q ={re®|rm<r<r& —m<p<n} bzw.
Qpi={re¥|r <r<r3&0<yp<2n}

mit den Abschliissen Q_ = Q; = Q. Fiir festes A € R sind dann die beiden Abbildungen
_: Q. = Chbzw. &, : Qp — C mit &_(2) := 2*f(2), ®4(2) := (—2)*f(2) holomorph,
wenn (+2)) := exp ()\ log(j:z)) mit dem Hauptzweig log des Logarithmus gesetzt wird, und
es gilt wegen A € R:
|®_(z)| = 2| - |f(2)] VzeQ_ baw.
|4 (2)] = | z|)‘-|fz } Vze Oy,

so dass |®_| bzw. |®| nach Voraussetzung dieselbe stetige Fortsetzung auf 2 besitzen, die
wir mit ¥ : Q — R bezeichnen, ¥(z) := |z|* - |f(2)|. Ist eines der drei Maxima M; = 0,
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so auch die beiden anderen, da nach dem Identititssatz f = 0 in Q folgen wiirde. Es sei
daher My, My, M3 > 0. Angenommen, ¥ wiirde seinen Maximalwert weder auf der Kreislinie
|z| = 71 noch auf der Kreislinie |z| = r3 annehmen. Dann ist ®_ nicht konstant in Q_, und
nach dem schwachen Maximumprinzip, angewendet auf &, gibt es ein r, mit r; < r, < r3
bzw.

max ¥(z) = sup [0 (2)] = [ (r,)].
z€Q z€0 4

Es ist wegen r, € )_ die Funktion ®_ nach dem starken Maximumprinzip auf {2_ konstant.
Aus diesem Widerspruch folgt, dass ¥ sein Maximum bereits auf 02 annimmt. Hieraus folgt
nun
U(z) < max (r{‘Ml , rg))‘Mg) Vz € Q,
und insbesonders fiir jedes z mit |z| = ro:
|f(2)| < max (7“{‘ ro "My, 5 TQ_/\M;;) :

Wir wahlen nun A so, dass r{‘Ml = T?/)\Mg gilt, also

A= —log (%j)/log (:—j) .

Mit diesem A folgt endlich My < (%)*AMl bzw.

M r M. r r
log %3 79 log WB log =3 log (73> log (l) log 23
1 1, rLo__ My r1 ). 1
M, "< (7) M, "=e M,

1

M3 log :—2 log =3 log 23 log 72
— 1 L — T2 1
_ <ﬁ1> M = M M

4.3. Die Ungleichung von Borel-Carathéodory.

Satz 4.6. Es sei Q C C eine offene Umgebung von Br = {2z € C||z| < R}. Zusditzlich
bezeichne noch Br = {z € C||z| < R} die offene Kreisscheibe mit Radius R > 0 um den
Nullpunkt. Dann gilt fiir jedes holomorphe f : Q — C mit |z| = r < R die Ungleichung

R+
[f@)] <5

2r
|£(0)] + . ‘rulf‘ti%Ref(w).

Beweis. Aufgrund von —2-|c| < 72 Re(c) ist das Resultat fiir konstantes f(z) = ¢ trivial.
Wir nehmen daher an, f ist nicht konstant in Bg, und setzen vorliufig f(0) = 0 voraus. Dann
ist
Us(R) := max Re f(w) >0
|lw|=R
sowie
Ut(R) = sup Re f(z)
|z|<R
nach dem Maximumprinzip, angewendet auf die harmonische Funktion Re f. Infolge dieser
Ungleichungen gilt fiir alle z mit |z| < R

2U(R) — f(2)] = Re (2U(R) — f(2)) = 2Us(R) — Re f(2)
> Uy(R) >0,
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so dass die Hilfsfunktion

,_ f(2)
(4.11) 6(2) = TR TG

sogar in einer offenen Umgebung von |z| < R, die Teilmenge von €2 ist, holomorph ist. Da wir
noch den Fall f(0) = 0 betrachten, ist

(4.12) $(0) =0.

Nun gilt aber auch fir f = w + 4 mit v = Ref, v = Im f und |2| < R, wenn wir zur
Abkiirzung u = u(z), v = v(z) setzen:
2,2
2 u®+v
(4.13) p(2)|” = 5 <1
(2U¢(R) — u)” + v?

wegen
u? +v? < 4U(R)? — 4U;(R)u + u® + v*
s Up(R)? > Up(R)u
< Us(R) > u.

Das Schwarzsche Lemma kann wegen Gleichung (4.12) und Ungleichung (4.13) auf die Funk-
tion ¢ : By — B mit ¢(w) := ¢(Rw) angewendet werden, und liefert fiir |w| < 1:

|d(w)| = [¢(Rw)| < |w].

Setzt man w = % mit |z[ =r < R, so folgt
r
4.14 < —=<1.
(414 6] < 3 <
Aus der Hilfsfunktion in (4.11) erhalten wir
2Uf(R) - ¢(2
f(2) = F(R) - (2)

1+¢(z)
und hieraus folgt mit Ungleichung (4.14):
)] < 2U¢(R) |#(2)| - 2Uf£RL)% _ 2rUf_(R) .
1- ’gb(z)} 7 R—r

Die Borel-Carathéodory-Ungleichung ist also fiir f(0) = 0 gezeigt. Ist dagegen f(0) nicht
Null, so wenden wir das Resultat auf f(z) — f(0) an, und erhalten aus

I <110 + 1) - 0)]
< 110)] + = masx Re(f(w) = )

w|

<|rOl+ 57—

die allgemeine Ungleichung. O

’f(())‘ + % lglix Re f(w)

Bemerkung 4.3. Fiir weitere Beweise dieses Satzes sowie fiir eine systematische Behandlung
anderer Sétze dieser Art verweisen wir auf die Lecture Notes von Kresin und Maz’ya [13].
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4.4. Eine Umkehrformel fiir Dirichlet-Reihen.
Das exponentielle Integral Ei : C_ — C mit C_ := {2z € C|z ¢ (—00,0]} ist gegeben durch

o0
Ei(z) :=y+logz+ kzl kz—z, Es hat die Ableitung d% Ei(z) = %ez, und zudem gilt das folgende

Lemma 4.1. Darstellung des exponentiellen Integrals

Es seien o,t € R mit t # 0. Dann gilt fir z := o + it die Integraldarstellung

o0

Ei(z) = imsign(Im(z)) +/ ‘

Z—U
0

zZ—Uu

du

mit der Fehlerabschdtzung

oo
er U e
JE=E
z—ul = |t
0

Eine Herleitung dieser Integraldarstellung findet sich im Preprint [14]. Die Fehlerabschitzung
ergibt sich sofort aus

au+1t ooafu o
‘/ du‘_/ ‘ u</e duze—.
z2—u |(o —u) + it] |t] |t]

0

Lemma 4.2. Es seien b > 0, T > 0. Dann hat man fir 0 < a < 1:

b+iT

1 a® 1 a?
I AP
2mi s 7w T|logal
b—iT
und fir a > 1:
b+iT
1 a’® 1 a?
R TN S S
2mi S m Tloga
b—iT

Bemerkung 4.4. Integriert wird hier iiber das Geradensegment von b — ¢I" bis b + ¢T'.

Beweis. Betrachte zunachst 0 < a < 1. Dann ist nach Lemma 4.1 durch

3 eslog(a)fu p
fa(s) = / slog(a) — u “
0

eine fiir Re(s) > 0 holomorphe Stammfunktion von % gegeben mit

b T b T 2 ehloe(®)
3 — —1 < Qe
‘fa( +iT) = fal ! )’ ~ |Tlogal

Wenn diese Fehlerschranke noch durch 27 geteilt wird, ergibt sich die erste Abschétzung des
Lemmas. Ist dagegen a > 1, so ist g4(s) := Ei(sloga) nach Lemma 4.1 eine holomorphe
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Stammfunktion von < fiir Re(s) > 0 und wir erhalten wegen 7' > 0:

bl
’m‘- (ga(b—i—iT)—ga(b—iT))’ - )Qm'— / “—ds(
s
b+4iT b—iT
= a—:ds
b—iT
% e(b iT) log(a)—u % e(b—HT ) log(a)—u ) ebloga
’/ b—iT)log(a / b+ iT)log(a) — ‘_ Tloga
0 0

0

Lemma 4.2 spielt eine wichtige Rolle, um aus den Eigenschaften einer Dirichletschen Reihe
[e.e]

> = Abschétzungen fiir Koeffizientensummen der Form ) ¢, bzw. ) % zu erhalten. Das
n=1 n<x n<lx

liefert folgendes Hauptresultat:

Satz 4.7. Umkehrformel fiir Dirichlet-Reihen
Die Dirichlet-Reihe

o
c
f(S):Z;Z7 Cnecu
n=1
sei fiir Re(s) > 1 absolut konvergent, genauer mdége es Konstanten «, > 0 sowie o, > 1
geben, so dass

|Cn| B
4.15
( ) Z ~ (o0 — 1)
fir alle 0 mit 1 < o < g, gilt. Es sei qﬁ . [1,00) = R eine positive und monoton wachsende
Funktion mit
(4.16) len] < @(n) Vn € N.

Dann gilt fiir jedes halbzahlige x = N + % mit N € N, jedes T' > 0 sowie fiir jedes w = u + iv
und jedes b >0 mit 1l <u—+b< o, undv € R:

btiT
cn 1 xs xb #(2x) x' " log x
Z<:n“’_27ri/f(w+s)sd8+O<T-(u+b—1)a>+O( T )
ner b—iT

wobei die Fehlerkonstanten zu den beiden O-Termen unabhdngig von x, T, b und w gewdhlt
werden konnen.

Beweis. Nach Lemma 4.2 gilt mit einem in x, T, b und w gleichméssigen O-Fehlerterm

~ b+iT p b oo o
Cnp [X\S dAS Cp, € Cn
S ETOR S RIS =)
Z2m / nw (n) s an+ Tzn“+b|log£‘
n=1 b—iT n<w n=1 n

wenn man dort mit den natiirlichen Zahlen der Reihe nach die Werte a := % wéahlt und die

Félle x > n bzw. x < n unterscheidet. Da x halbzahlig ist, folgt zudem
’log£’>0 Vn € N.
n
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Auf dem Integrationsweg von b — iT" bis b + iT" ist Re(s + w) = w+ b > 1, und daher dort

o0
die Reihe ) —f%5 sowohl absolut als auch gleichméfig konvergent nach Voraussetzung. Die
n=1

Vertauschung von Summation und Integration ist somit erlaubt und liefert

b+iT s b .
1 x Cn T x
(4.17) s [ Tas= 3 v o(L s +o(% - 5)
mit
.- el > el
S = — T a7 S = _
! nzz:l n+o|log £ | 2 nz::l n¥+|log Z|
n<%mVn22x %$<7’L<2:)§

In der Summe S sind alle Terme |log | mindestens so grof wie log2, so dass geméif der
Ungleichung (4.15) mit o := u + b gilt:

(4.18) S =0 (M) .

Nun schiitzen wir mit Hilfe von (4.16) den Ausdruck z%*° - Sy folgendermafen ab:

oo

1
utb g, < 90x . .
(4.19) 2T Sy <27 p(2m) - Y Tog ]
n=1 n
%x<n<2x

wobei wir fiir = < n < 2z die Ungleichungen £ < 2, (£)utt < 29+ sowie |c,| < ¢(22) zu
beachten haben. Mit der allgemeinen Ungleichung

Y
log(1 > = >0
og( +y)_1+y, y=0,
folgtfiir%<%<1:
x n—x o |l —n| _ |z —n]
1 —‘:1 (1 )> T _ > ,
‘Ogn og {1+ x _1—{—% n - 2z

und analog fiir 1 < = < 2:

‘logg‘:loggzlog<1+x_n> U
n n n

Hieraus folgt dank der Halbzahligkeit von x:

o0

1 1
<2zx- —— =0O(x -logz),
2 Togf <F 2 ol
F<n<2zx F<n<2x

sowie mit (4.19):
(4.20) Sy = O(¢(2z) - 2" 7" - log ).
Die Behauptung des Satzes ergibt sich nun aus (4.17), (4.18) und (4.20). O
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4.5. Der Satz von Vitali.

Satz 4.8. Es sei G C C ein Gebiet und (fn)nen eine lokal beschrinkte Folge holomorpher
Funktionen f, : G — C. Besitzt dann die Menge M aller Punkte z € G, fiir die (fn(z))

konvergiert, einen Hiufungspunkt in G, so ist (fn)nen kompakt konvergent in G.

neN

Beweis. Nach dem Satz von Montel besitzt (f,,)n,en eine kompakt konvergente Teilfolge mit
holomorpher Grenzfunktion f : G — C. Die Menge M der Konvergenzpunkte aus G besitze
einen Haufungspunkt in G, so dass nach dem Identitétssatz jede andere kompakt konvergente
Teilfolge von (fy,)nen ebenfalls gegen f konvergiert. Angenommen, (f,)nen konvergiere nicht
kompakt gegen f. Dann gibt es eine kompakte Menge K C G, K # (), ein € > 0 sowie eine

Teilfolge (fnJ )jEN von (fn)nen mit

(4.21) max |f(2) = fa;(2)] 2 VjeN.

Mit (fn)nen ist auch die Folge (fn;)jen lokal beschrinkt, und nach dem Satz von Montel
besitzt (fn,;)jen eine in G kompakt konvergente Teilfolge, deren Grenzfunktion ebenfalls f
sein muss, im Widerspruch zu (4.21). O
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