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Carl Friedrich Gauf
(30.4.1777-23.2.1855)




Carl Friedrich Gaufl

Schon zu Lebzeiten Princeps mathematicorum genannt.
Bedeutende Beitrage zur Mathematik:

e Nicht-euklidischen Geometrie

e Primzahlverteilung, Methode der kleinsten Quadrate

e Elliptischen Funktionen

e Fundamentalsatz der Algebra, Verwendung komplexer Zahlen
e Zahlentheorie

e Statistik (Normalverteilung)

e Potentialtheorie

e Differenzialgeometrie



Aber auch Beitrage in anderen Gebieten
e Astronomie
e Landvermessung und Erfindung des Heliotrops
e Gauflsche Kruimmung und Geodasie
e Magnetismus, Elektrizitat und Telegrafie
e Sonstiges (GauBsche Osterformel)
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Fundamentalsatz der Algebra

Es seien ag, .. .,ag € R (oder C) und a4 # 0. Das
Polynom

p(z)=agz%+ ...+ a1z +ag
hat eine Nullstelle ¢ € C, d.h.p(&) = 0.

Konsequenz: Jedes Polynom p(z) kann geschrieben werden als

d
p(z) =aq [ J(z = ¢))
j=1

Dabei sind §;, 7 =1, ..., d die Nullstellen von p.



Francoise Viete
(77 1540-23.2.(2)1603)

Lateinisierte Form: Franciscus Viéta

Franzosischer Advokat und Mathematiker.
Er fithrte die Benutzung von Buchstaben
als Variablen in die mathematische Nota-
tion der Neuzeit ein. Er gilt als eigentlicher
Begriinder der Algebra im Europa der Neuzeit.

Satz von Viéta

Zusammenhang zwischen den Nullstellen eines
Polynoms und den Koeflizienten des Poly-
noms. Ist

p(2) = 2 +ag+arztag = (2—&1)(2—&2) (2—E3),
so gilt
—ag = §1683
a; = §1& + 163 + &2&3
—az = § +&§&+ 83




Beweisidee des Fundamentalsatzes (nach Gauf)

Das Polynom

d—1

p(z)=2%+ay 12T+ .. +az+ag

kann geschrieben werden als
ag_ a
p(z) = 2 (1+£+...+—2)
Z Z

Also verhalt sich p fiir grole Werte von z wie z +— 24,

Um die Existenz von Nullstellen nachzuweisen, gentigt es die Men-
gen (Kurven)

Rp = {z|Re(p(z)) = 0}

Iy = {z|Im(p(z)) = 0}
zu betrachten. Eine Nullstelle von p entspricht einem Schnittpunkt
der Kurven Ry, und Z),.



Die Kurven R, und Z, fir d = 3. ;

‘;o



Das ist die Grundidee der Dissertation, die Gaufl im Jahre 1799 in
Helmstedt vorlegte.

Im Laufe seines Lebens gab Gaufl noch drei weitere Beweise des
Fundamentalsatzes. In den Jahren 1815 und 1816 und aus Anlass
seines 50. Doktorjubilaums im Jahre 1849. Verbesserte Version der
Dissertation mit explizitem Gebrauch komplexer Zahlen.






Fiir p(z) = 2% + a1z + ag mit ay, ag € R erhalten wir fiir Ry und
7
14

zwel reelle Nullstellen zwel nicht reelle Nullstellen

S




Dirk Werner Nowitzki
(19.6.1978-)
Ehemaliger deutscher Basketballspieler. Er spielte
von 1998 bis 2019 in der nordamerikanischen Profi-
liga NBA fiir die Dallas Mavericks. Bekam als erster
Européer den NBA Most Valuable Player Award
fiir die Saison 2006/07. 2011 gewann er als erster
Deutscher die NBA-Meisterschaft.




Die topologischen Struktur dieser Kurven wird als Signatur (nach
N. A" Campo (2020)) eines Polynoms bezeichnet. F.Bergeron
(2011) nennt diese Strukturen Basketball.



Rudolf Emil Kalman
(19.5.1930-2.7.2016)

Kalman war ein US-amerikanischer Elektroinge-
nieur und Mathematiker ungarischer Herkunft. Er
entwickelte 1960 den nach ihm benannten Kalman-
Filter und untersuchte Systeme auf ihre Steuer-
barkeit und Stabilisierbarkeit durch Riickkopplung

(Kalman-Kritrium).
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Lineare Systeme (LTI-Systems)

Ein lineares System wird durch eine Differenzialgleichung beschrieben.
= Ax+ Bu
y = Cx+ Du;

dabei sind

e r € R" Zustande des Systems

e 4, € R" Eingabe, Steuerung, input

e y € R Ausgabe, Systemantwort, output

Sowie die Systemmatrizen A € R"*" B € R"*™ (C ¢ RP*"
D € RP*™



Blockdarstellung eines LTI-Systems
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Hauptfragestellungen bei LTI-Systemen.

Beide Fragestellungen richten sich an ein System ohne Ausgabe! Also

z=Axz+ Bu.

Steuerbarkeit

Bringe durch eine geeignete Steuerung u : [0,7] — R™ das System von dem
Zustand zy in der Zeit T in den Zustand .

Stabilisierbarkeit durch Riickkopplung

Ein instabiles LTI-System soll durch eine Zustandsriickfithrung (Riickkopplung)

stabilisiert werden.



m
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Typische instabile Systeme
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LTI-System mit Zustandsrickfiithrung




Losung der Probleme

Erstes Resultat

| Steuerbarkeit<>Stabilisierbarkeit |

Zu der Systemmatrix A gehort das charakteristische Polynom

1

xaz)=2"+a,_12"" +... +q

mit reellen Koeffizienten. Die Lage der Nullstellen von x 4 entschei-
det uber die Stabilitat des Systems. Liegen alle Nullstellen in der
Menge C™ = {z € C|Re(z) < 0}, so ist das System (asympto-
tisch) stabil.



Bei einer vollstandigen Riickkopplung verandert sich das charak-

teristische Polynom zu

Xh(2) = 2+ (an_1+ fr_1)?"

dabeisind f,,_1, ..., f1, fo beliebige (reele) Parameter. Nach Gauf3

und Viéta lassen sich zu beliebig vorgegebenen Nullstellen &1 ..., &y,

_1—|—...+(a1+f1)z+(a0+f0),

die richtigen Werte von f,,_1,..., f1, fo finden. Fiir n = 3 gilt

—(ap + fo) = 16283
a1+ f1 = &1& + 6183+ &83
—(ag+ fo) = &1+ &+ &3



Es gibt Falle, in denen eine vollstandige Riickkopplung nicht moglich
1st.

Im einfachsten Fall kann nur ein einziger Zustand des Systems
gemessen werden. Dann verandert sich das charakteristische Poly-
nom so

1

X5(2) = 2" + an_12" T+ .. 4 a1z + (a9 + k).

Wie hangen die Nullstellen von Xf:q von k ab? Zusatzlich gibt es
die (technische) Einschrankung k& > 0.
Was sind notwendige Voraussetzungen an y 4, damit die Chance

besteht, dass die Nullstellen von Xjkjl fiir ein £ in C™ liegen?



Satz von Gaufl und Lucas

1836 Carl Friedrich Gaufl ohne Bewelis.

1879 von Félix Lucas bewiesen.

Die kritischen Punkte des Polynoms p sind die Nullstellen von p'.
Es gilt:

Die kritischen Punkte eines Polynoms liegen in der

konvexen Hiille der Nullstellen des Polynoms.

Fur unser Problem bedeutet das:

Liegen die kritischen Punkte von x4 nicht in C™,

so gibt es kein k, sodass alle Nullstellen von Xﬁl in

C™ liegen.




Polynome vom Grad 2

2 reelle Nullstellen 1 reelle Nullstelle keine reelle Nullstelle




Notwendiges Kriterium

Die kritischen Punkte von x 4 liegen in C™.

Das Polynom

3 1 17
xA(2) :zg+§z2+ﬁz+§

hat die kritischen Punkte _6%‘/3—3 € C. Fur alle £ > 0 sind
die Nullstellen von Xfﬁl nicht in C~ enthalten. Allerdings gibt es

k < 0, sodass alle Nullstellen von Xﬁl in C™ liegen.



n = 3 und 2 reelle kritische Punkte




n = 3 und 2 nicht reelle kritische Punkte
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